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is mỗi vẫn đề ngoài nội dung cơ bản nói trên, mỖi khi 
được, chúng tôi còn giới thiệu những thành tựu lớn đã 
¡ những bài toán hay đang còn chờ đợi lời giải. 
lối mỗi bài có nhiều bài tập đã được lựa chọn đề bạn 
h luyện và củng cố chắc kiến thức đã đọc, một số bài 
tỉnh chất bồ sung cho lý thuyết ngay trong bài đó hoặc 
thiết cho các bài sau. Tất cả các bài tập đều có đắp, 
dẫn hoặc lời giải chi tiết. 
.„ đung cuốn sách được trình bày hoàn toàn bằng toán 
p nhưng theo một sự lựa chọn và sắp xếp phù hợp vớ, 
g khái niệm trong đại số biện đại. 
y vậy đề hiều được, bạn đọc chỉ cần có liến thức toả» 
ïp hai bậc phồ thông, một số kiến thức về đa thức. Ngoài 
một số ký hiệu. chắc rằng bạu đọc có thể chóng làm quen 
hị đọc một vai trang đầu của cuốn sách. 
hân đây tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn đối với giáo sa 
„ Đức Thịnh và giáo sư Ngô Thúc Lanh đã giúp đỡ và góp: 
thí tiết nội dung cuốn sách. Tác giả cũng xin chân thành 
n ơn sự quan tâm giúp đỡ của các đồng chí troug tò Đại số 
lộc khoa Toán trường Đại học Sư phạm Hà Nội I, khi tác 


¡+ Viết cuốn sách này. 


Chúng tôi không nghĩ rằng cuốn sách này đã được hoì\n thiện. 


ð mọi mặt, bởi vậy chúng tôi rất mong bạn đọc vui lòng chỉ 
ho những thiếu sót. Thư từ góp ý xin gửi về Nhà xuất bằm: 
lại học và Trung học chuyên nghiệp 45— Hàng Chuối, Hà Nội 


NGUYÊN HỮU 1IOAN 


MỞ ĐẦU 


ì- "Trong cuốn sách này chúng tôi sẽ sử dụng một số 
Êiến thức mà bạn đọc có thề đã quen biết ít nhiều, 
Phúng tôi nhắc lại ở đây đề thống nhất với bạn đọc về 
bác vấn đề đó. : l 

1. Khái niệm tập hợp, 

„ Chúng ta thường vẫn nói: Tạp hợp các học sinh trong 
một lớp học; tập hợp các lớp trong mội trường học, 
tập hợp các số tự nhiên: 0, 1, 2, 3,..., tập hợp các số 
nguyên:... — 3, — 2, — 1, 0,1, 2, 3,... 

Đề chỉ rằng a là một vật của tập hợp A ta viết a@A 
và đọc «a là một phần tử của A» hoặc «a thuộc A», 
Trong trưởng hợp a không là phần tử của A ta viết 
a€ A. 

- Nếu mọi phần tử của tập hợp Á đều là phần tử của 
tập hợp B thì ta viết Á CB hoặc BĐ3A, đọc là 4A là 
tập con của B» hoặc « A là một bộ phận của B» hoặc 
«&Ö chứa A». Bằng ký hiệu lôgic chúng ta điễn tả điều 
kiện A Œ€ B là 

Va:a €@{A>a<$. 

Đấu «V » có nghĩa là «tất cä » hay là « bất kỳ » hay là 
mọi»; dấu «œ» có nghĩa là «kéo theo» hay là 
_£€Suy ra». 

” Hai tập hợp A và B được gọi là bằng nhau nếu như 
Z&húng chứa các phần tử y như nhau, nghĩa là mọi phần 


tử thuộc A đều thuộc B và ngược lại. Khi ấy ta viết: 
A = B. Bằng ký hiệu lôgic ta có . 

A¬ÄäB©&ACB và B5A. 
Dấu «4+» chỉ sự tương đương lồgïc giữa hai vế, tức là 
mỗi vế đều kéo theo vẽ kia và đọc là «khi và chỉ khi» 
hay là ø nếu và chỈỉ nếu» hay là «cần và đủ». Đề chỉ 
một tập hợp không có phần tử nào ta viết ó, đọc là 
qrồng». Chẳng hạn tập hợp các nghiệm nguyên của 
phương trình 4x? — 1 = 0 là rồng. Viết A = ở có nghĩa 
«A là rỗng», còn viết A 3:2 nghĩa là A chứa ít nhất 
một phận tử nào đó. Như vậy 

A +ýó© -3a:acA. 

Dấu « 4» đạc là «tồn tại» hay là «tất có» hay là « có 
¡ít nhất một ». 


Nếu tập hợp A chỉ gồm một phần tử a thì ta viết 
A=[a]; nếu lập hợp A có hai phần tử ạ và b thì ta viết 

=Ía.bị và nói chung A=a. b, e,..} có nghĩa tập 
hợa A có các phần tử là a, b, c,... 

Đồ diễn tả một (ập con Á của một tập hợp B được 

xác định bởi một tính chất z nào đỏ ta viết: 
A=x€B/x có tính chất z], 
và đọc là «AÁ là (tận hợp tất cả các phần tử x thuộc B, 
có tính chất +». Chẳng hạn: 
A = Ex€z/2x°—-5ðx +2 = 0|) 
điển tí Á là tập hợp các nghiệm nguyên của phương 
trình 2x2 — 5x + 2 = 0. Dễ (hấy rằng A<{ 2}. 

Cho hai (ập hợp A và B tủy ý. Ký hiệu A v/B (đọc 
là «A hợp B») là tập bợp gòïa tt! cả các phần lử hoặc 
thuộc Á hoặc thuộc B; ký hiệu Á A B (đọc là « A giao B») 
là tập hợp gồm tắt cả các phần tử vừa thuộc À vừa 
thuộc B. Chẳng hạn 


(+) Ký hiệu Z là tập bợp các số nguyén. 


A=la,b.ec, x. yÌ 

. H=Ía. x, y.z] 

ta có 
AwuBcela,b,c.x.v.zÌ 
AAB=Ía.x,y]. 

>2. Tồ hợp và nhị thức Niutơn, 

Cho tập hợp Á gồm n phần tử (n >2). Mỗi mội tập 
con gồm k phần tử của tập hợp Á được gọi là một tô 
hợp chập k của n phần tử đã cho. Chẳng hẹn với 
A= lai. à¿. 8a. a, | ta có bốn tô hợp chập 3 của 4 phần 
tử của AÁ là {[ay. 4;, 4s |- lau a¿, a:}. |Au â:, a,} và {^a, 
aa, a,|. Đề chỉ số tồ hợp chập k của n phần tử (ta viết 


k #22 < 
CC. Ta có công thức 
ck _ n(n—l1)..(n-k+l) 
P kt 
Ở đây k! = 1.2...k (đọc là «k giai thừa») và đề cho 
thuận tiện, người ta qui ước 0! = 1. 
Công thức sau đày được gọi là nhị thức Niu tơn: 


(x+y)"=CDxh"+ TT Tag ÿ#hoo ch 6, TlựuyhhựC 


Về phải của đẳng thức trên viết tắt1à 
n k 
ch 
k=t 


(đọc là «xích ma k từ 0 tới n của Cà v », nghĩa 


là tồng các hạng tử SN XUNNG vơi 


3. Tập hợp số tự nhiên. 

Trong tập hợp số tự nhiên NÑ = Í0. 1. 2,...} phép cộng 
và phép nhân luôn luôn thục biện được, tuy nhiên 
phép trừ và phép chia cho số khác 0 không phải bao 
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giờ cũng tHực hiện được. Với mỗi số tự nhiên a chờ 
trước, bao giờ cũng có đuy nhất mội số tự nhiên bé 
nhất lớn hơn nó, đó là số a+1; gọi là số kề sau của a. 

Chúng ta nêu lên mội số kết quả quen thuộc sẽ được 
sử dụng trong cuỗn sách này . 

Mệnh đề 1 (Tiên đề gui nạp). Giả sử MC N thỏa 
mãn hai điều kiện 

1) 0@M 

2 a€Mœ&a+1I@€M. 
Khi ấu !la có M—N. 

Từ mệnh đề † suy ra hệ quả sau đây gọi là phép 
chứng minh qui nạp toán học. 

Hệ quả. Nếu mệnh đồ toán học ®G (ny nào đá phụ 
thuộc 0uào số tự nhiên n, thỏa mãn các điều kiện : 

1) & (n) đúng uởi n = 0; 

2) ®(m) đúng dưới số tự nhiên n = a kéo Lheo % (nì 
đáng uới n = a+t 
thì mệnh đề % (n) đúng uới tất cả các sö tự nhiên n; 
nói khác đi % (n) là một định lỤ toán học. 

Đôi khi chúng ta còn dùng định lý về phép chứng 
minh qui nạp toán học dưới dạng khác. 
Giả sử %$ (n) là mệnh đề toán học nào đó phụ thuộc bảo 
số lự nhiên n thỏa mãn các điều kiện 

1) ® (k) đúng; 

2) € (a) đúng (a > k) %6 (a+ 1) đúng. 
hi ấu mệnh đề S6 (n) dúng dưới lất cả các số tự nhiên 
tr >k. 

Mệnh đề 2, (¡đ sử MCŒN, M=hó. Kii ấu trong M có 
số nhỏ nhất. tức là đa €M sao cho a<x, Vx@M. 

Giả sử M C N. Ta gọi M là bị chặn nếu như da @N 
sao cÌho x & a, yx GM. 


$ 


Mệnh đề 3. Mọi bộ phận khác rỗng nà bị chặn của 
tập hợp Ñ các số tự nhiên đều có sõ lớn nhất. 


Mệnh đề $. (Nguyên tắc ngăn kéo của Diriclê). Nếu 
đem xếp hết tất cả n oật ào n—1 ngăn kéo thì nhất 
thiết có một ngăn kéo nào dó chứa ít nhất hai oậột. 

4. Tập hợp số nsuyên, 

Chúng ta thấy rằng tập hợp số nguyên Z Í0, +1, 
-+-2,..| gồm tất cả các số tự nhiên và đối của tất cả 
các số tự nhiên. Trong tập hợp số nguyên các phép ' 
toän cộng, trừ và nhân iuôn iuôn thực hiện được, tuy 
nhiên phép chia cho số nguyên khác 0 không phải bao 
giờ cũng thực hiện được. Khác với tập hợp số tự nhiên, 
tập hợp số nguyên không có số nhỏ nhất. 

Giả sử MCZ. Ta gọi M là bị chặn 'rên nếu như 
Sa € Z sao cho x<a, Vxœ@M. Tương tự, ta gọi M là 
bị chặn đưới nếu như 3b € Z sao cho b<x, Vx@M. 
Tập hợp M được gọi là bị chặn nếu nó vừa bị chặn 
trên vừa bị chặn dưới. Ta có: 

Mệnh đề 5. Mọi bộ phận khác rỗng 0à bị chặn lrên 
của tập hợp số nguyên # đều có số lớn nhất. Mọi bộ 
phận khác rỗng 0uà bị chặn dưới của lập hợp số nguyên 
2 đều có số nhỏ nhất. 

Giá trị tuyệt đối của số nguyên x là một số tự nhiên, 
kỹ hiệu là |x| được xác định như sau: 


x nếu x€N, 


IXÌ‡ _—x nếu xénN. 
Ta có các hệ thức 
— |xÌ<x<!IxtI; 
Xi —IYH1<XŠIX+yISIxI+ttyl: 


IxYyl=IXIYlL:.. 


BÀI THỦ NIIẤT 


LÝ THUYẾT CHIA HẾÉT TRONG 
VÀNH SỐ NGUYÊN 


§1. TÍNH CHIA HẾT 


ï — DỊNH NGHĨA 


Cho hai số nguyên a và b, b+<0. Ta nói a chia hớt 
cho b, hau b chia hết a nếu như có số nguyên q sao 
cho a = bq, Khi ấy người ta còn nói a là bội của b hay 
b là rớc của a và ký hiệu a: b hay bia, 

Chú ý: Nếu b |a mà a #* Ô thì tử a = Dq ta có q =0 
cho nên hiền nhiên {a|=ib|I q12 1b bởi vì ¡ q¡ >1. 


II — TÍNH CHẤT 

1. bl|a z +b]¬-a;: 

2.a1a, #a €z.,a +0; 

3. +1:1la, Xa  Z. Ngoài +-1 ra không còn số nguyên 
nào khác có tính chất này ; 

4.0: a,XVa €Z, a 0. Ngoài 0 ra không còn số nguyên 
nào khác có tính chất này ; 

5. bla vàa | ba =x+Lb: 

6. aAaib và brce>alc: 

7, C | 8ị, Ì = 1.2,.., n1 => C | 8ịx  Đa¿xg +... + daYNa: 

xi €Z,Ì = 1,2....,n. 

Các tính chất trên đây được chứng minh dế dàng, 
coi đó là những bài tập đơn gân. Ở đây chúng ta 
chứng minh tính chất ð làm ví dụ. Pừ bia và aibta 
có q.q` € Z sao cho a = bq và b = aqqg'`. Hai đẳng thức 
này cho ta a = aqq” và do a 0 ta có qq' = 1. Theo 
tính chất 3 ta phải có hoặc q = q' = 1 khi đó a 
hoặc q = q` = — 1 khi đó a = — b. 
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= ÙDb; 


11! — PHÉP CHIA CÓ DƯ 


1. Định lý. Cho hai số nguuên a 0à b, b0. Khi ấu 
só duy nhất cặp số nguyên q, r thôn mãn các hệ thức 
a #bq + r và 0 < r<!b|, €1) 

Chứng mình. +) CÓ cặp số nguyên q, r thôa mãn các 
hệ thức (1). Chúng ta xét lập hợp 
M= {†bx|x€z,bx<a]. 

Hiền nhiên MCZ và M +<ðø bởi vị -- [bị] [a{ là một 
bội của b không vượt quá a. Hơn nữa ÀI bị chặn trên 
bởi a, nên (heo mệnh đề 5, trong M có phần tử lớn nhất, 
chẳng bạn là bq, q<z. Vì |b|> 1 nên bq + |b|> bq 
từ đó bq + [bị € AI. Hơn nữa bq + |b[ cũng là bội của 
b cho nên ta có 

bq <a< bq + |bị 
hay 
0 <a — bq < |bị. 

Bằng cách đặt r = a — bq ta được r ŒZ. na = bq +, 
0<&r<Ib|Ị. 

b) Cặn số nguyên q, r thỏa mãn các hệ thức (1) là 
đuy nhất. Thật vậy. giả cử có hai cặp số nguyên q,T 
và dị, rị thỏa mãn các hệ (hức (1), nghĩa là 

a = bq +1, <<r<!bỊ; 
a =.bqy; +tri,Ôs tp Sibl. 

Từ đây tacób(q—dđqạ)=ri — r và tr. —rị<xlLbt. 
®" Khi ấy dolbl >0vàlb! Iqg—4qii <1b| ta được 

¡ q—qi t<. Song | q~q¡1 là một số tự nhiên nên từ 
¡q— dit < Í phải có q—q¡=0 hay qị = q và kéo theo 
CẢ tị = r. Định lý được chứng minh hoat toàn, 

Trong các hệ Lhức (1) của định lý khi r = 0 thia=bq 

tức là a chía hết cho b, ta gọi q là (hương trong phép 
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chia a cho b, Nếu r ©0 thì ta nói đỏ là phép chia cô 
dư, r được gọi là số đư, q được gọi là số thương hụt 
trong phép chia a cho b. 


§2. ƯỚC CHUNG LỚN NHẤT (UCLN) 


1 — ĐỊNH NGIIĨA 


— Một số nguyên được gọi là ước chung của các số 
nguyên a, a¿,..., an; nếu nó là ước đồng thời của mỗi 
số đó. 

— Một trớc chung đ của các SỐ a,, 4¿,..., 8a sAo cho 
mọi ước chung của a¿, a;,..., aa đều là ước của được 
gọi là ước chung lớn nhất (viết tắt là UCLN) của các 
số đó. 

— Nếu số l ià ước chung lớn nhất của các số a¡, a+ 
--- 8„ thì ta nói cÁc sỐ a;, 8a,.... an là nguyên lỗ cằng 
nhau, Còn nếu số 1 là ước chung lớn nhất cửa mọi cặp” 
ai, ¡ với Í<©j: Ì, j = 1l, 2,.... n thì ta nói các số au, 
8z, ... an là nguyên lỗ càng nhau từng đôi một, hay 
nguyên !õ sánh đôi. 


Chú ú. 1. Tập hợp các ước chung: của nhiều số cho 
trước trủng với tập hợp các ước của UCLN của các. 
số đó, 


2. Ta biết số 1 là ước chung của mọi số nguyên, nên 
Các SỐ ai, 4¿,... aa bao giờ cũng có ước chung Ít nhất 
là số l. Số 0 là bội của mọi số nguyên khác 0 cho nên: 
nếu tất cÃ các sỐ ay, aạ, ... aa đều bằng 0 thì mỗi số 
nguyên khác 0 đều là ước chung của chúng, (rong trường 
hợp này khái niệm UCLN không có nghĩa nữa. Do đó 
ta giả thiết rằng các số a„, a¿,..., a„ đang xét không phải 
bằng 0 tất cả. Hơn nữa tập hợp tãt cả các ước chung 
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% 


của các số đang xét sẽ không thay đồi nếu ta thêm vào, 


hay bớt đi các số bằng 0. Bởi vậy có thề giả thiết thêm 
a¡ s+ 0 với mọi i = 1, 2,..., n. 

3. Nếu d là một UCLN của các số ai, 4¿,... aa thì —d 
cũng là một UCLN của các số đó. Hơn nữa nếu d và 
đ' là UCLN của các số aạ, a¿,... aa thì d°<= +d. Do 
đó từ đây về sau nếu không có gì thay đôi. ta sẽ lấy 
số dương đ trong các UCLN của ay, a¿,..., aạ¿ làm UCGELN 
của chúng và ký hiệu đ = (âi, ã¿,..., 8a). 

4. Với chú ý 3) ta có thề định nghĩa: UCLN của các 
số nguyên a¡, aa,..., a, là số lớn nhất trong tập hợp các 
ước chung của chúng. Có thề chứng minh được rằng 
hai định nghĩa về UCLN đã nêu là tương đương, nếu 
không kề đến sự sai khác một thửa số +1. 

II~ ĐỊNH LÝ. Có trớc chung lớn nhãit của các số nguyên 
khác không at. dạ, ... đa cho trước. 

Chứng minh. Chúng tA xét tập hẹp: 

M.= {Axt + 2X. +... + aaXu/Xi € 8. = Í 2,..., nị. 

Ta có M CC Z và M chứa ít nhất mội số nguyên dương, 
thật vậy, chẳng bạn lấy 

h ị 1 với a, >0, 
Xu 
— với a, <0 
VÀ Xi=Xa=...=Xk-i=Xukait=..=Xxa=Ô0 thì Ếấ thấy rằng 
AiXi + 8aXa +... +aaXu= | ay | 0, lay! C€ NI Bi vậy 
trong M có số nguyên đương nhỏ nhất, chẳng hạn là d, 
mnghia là 


đdzZ8¡U¡-+8a0z-+-...-caauu,, 0;€Z, i1, 2,.... n và đ<x, 
Vxœ€œM,x >6. 


Ta sẽ chứng minh đ= (ai, 34. ..., aa). Trước hết ía thấy - 


dIx, Vx€ŒM. Thật vậy, x € ÀÍ nên có các số nguyên 
Xu Xz.., Xạ SAO CHO x — AqXi + AzXa +... + Aaaxạ. GIÁ sử 
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x=dq +r,0<r<d,r,q€ Z. Ta thấy rằng r=0 vì 
nếu 0<<r< d thì 

t=x—dq=ai(x¡—q)-+8z(xz— 02) +...-+4a(Xa — 1a) 
là một số nguyên dương nhỏ hơn d, thuộc M, trái với 
cách chọn số d. Từ r= 0 ta có x —dự, q€ Z. nghĩa là 
dix, Wx €@MI. 

Bởi vì ay=a¡0-+... + au. ¡0 +ay-Eay¿)Ð Ƒ... oa,0CCM nên, 
điay, k= 1.2... n. 

Mặt khác nếu 6 1a, k=I, 2... n thì ta có õ | au¡+ 
+ 8¿0¿ + ... + anu, tức là átd, Vậy dđlà UCLN của, 
8i. dạ, .., an và định lý được chứng mình. 

LIH— HỆ QUÁ 

1. Vếu dd = (an, d›, ...„ đạ) thì đi CÓ các SỐ TH/HIUCI Ty 
tu, ..., Tin SƯ: CO tỈ —= đ(Ủn + đạdy +... To dđaữa. 

Thàt vậy, đây là hệ quả trực tiếp của cách chứng 
minh định lý trên. 

3. Điều kiện căn nà tủ đề (ứy, đạ,.... da)— Í là có các 
SỐ ngUUÊn ứy, Ủạ, .... tì SdO cho Í= du -d§x +... +dŒnattn, 

Chứng minh. Nếu (ay, a¿..... an} = L thì theo hệ quả 1 
ắt có uy, Mạ; .., UyCZ sao cho 1=a¡n;+azuaz-b... anta- 
— Ngược lại nếu có u, uạ,.... tua@œZ lhỏa mãn Í=iyi+ 
-+asUus+...-aaua thì mọi ước chung của dị, 8g, «.. 8a 
đều là ước của 1, hơn nữa đương nhiên số 1 là tước 
chung của a\, a¿,..., a„. Đổi vậy (ai, aạ, ..., An)=1. 

3. a) Với mọt số nguyên dương k ta có 

(kai, kaa,...,. kan)=k.(8;, da, ...., An). 

b) Nếu số dương & là ước chung của các số ai, d¿.... 

a„ !hì la có: 
(2 —ạ fn\ __ Œii Đa; céo Đn) 
6” á `” ð ) = H 

Chứng minh: a) Đặt đ=—(ai, qạ,.... an) ta có d là số 
nguyên đương nhỗ nhất trong tập hợp 

M = |AiX) + 8gX¿ + .. +ĐAnXo|xi € Z4 Ì = 1, 2..... nị. 


" - = 


Khi ấy rõ ràng kd là số nguyên dương nhỏ nhất trong 
tập hợp ` h 

kM= { (kai)Xi + (kasz)Xs +... + (kan)XnfXi € Z2, = 1,2, 
.«; T1} mà số nguyên đương nhỏ nhất trong tập hợp kM 
xác định như trên chính là (ka:, kaa,... kaa), cho nên 
lạ CÓ 

(kai, kaa, .., kaa) = Ki, đụ, ..a 8n). 

b) Áp dụng kết quả a) của hệ quả trong trưởng hợp 

&I8ii = 1,3,..,n; 3 >0 ta có 


(iu, Bạc các lây) = (s: - sim) = 
Š P R 
H ae fn A 
=8 (> Đán =): cho nên 
6” õ ] 
h =“—. 
1¬. CE h 


4. Điều kiện cần uà đủ đề một ước chung dượng d 
của các số ơn dạ... dan là UCGLN của chúng là các số 


Đa Œ°.: ngujền lö cùng nhau 
—. —...., — èn lÕ cùi š 
ẤP" VENNY TH ụ), to) P, ụ 


Chứng mính. Giả sử đ>0. d Lai, >1, 3... Khi ấy 
áp dụng hệ quả 3) ta có 


d = (ay, a¿,...., an) c d = dđ (%: _ NI ) .- 


r1 ả 
1 lết 3 An 
dhd' d ) 
IV—TÍNH CHẤT P_ x6 P 


kINdu tốc bộ =1 dã biLáC ERE BC, 


Chứng mình : Từ (a, b) = 1 suy ra 3x, y € Z sao cho 
ax+by=l. từ đó ac.x + be. y =. Rhi ấy dobi ac và 
bị be ta có b | acx+-bey tức là bỊc. 
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2. Nếu (qa, b)= 1 oà c là một số nguyên tùu j Lhì 
{ac, b) = (c, bỳ. 
- Chứng mính. Dựa vào chú ý 1) L §2 ta chứng mình 
tập hợp các ước chung của ac và b trùng với tập hợp: 
các ước chung của b và c. GiẢ sử ôá € Zz, 6|ae và 6†b. 
khi ấy £lac và ð¿lbe, hay là á1(c, be). Nhưng (tac: 
be) = (a.<b) e = 1. e=—=c nên ðl|c. Vậy ta có 6|b và ó|e. 
Ngược lại, giả sử õ € Z, ó|b và á([c thì hiền nhiên ta 
có 6| b và ô|ac. 

3. Nếu (a, b) = (ư, c) =Í thì (a, bc) = 1. 

Tông quát : nếu (a¡, bị) = 1, i=1,2,.., m, j = 1,2....,n 
thì (aiaa...am, bị Đẹu... bạ) = 

Chứng minh. Tính chất này là hệ quả của tỉnh chất 3, 
bởi vì từ (a, b) = l ta có (a, be) = (a, ©) nhưng (na. c©) =1. 


Trường hợp tông quát lý luận ˆ tương tự, hoặc có thề 
chứng minh qui nạp. 


V—CÁCH TÌM UỐớC CHUNG LỚN NHẤT 


1. Tìm ước chung lớn nhất của hai số : Cho hai số 
nguyên a và b, ta có thể giả thiết rằng a >. 0, b > 0 và 
a >>b, 

a) Trường hợp b\|a. Khi ấy ta có (a, b) = b. Thật 
vậy b là ước của a và b là ước của b nên b là ước chung 
của a và b ben nữa mọi ước chung của a và b hiền 
nhiên là ước của b. Vậy (a, b) = b. 

b_ Trường hợp b không chia hết a. 

Chú ý: Với a, b,c € Z sao cho = bqg + c, gC€ 2,14 
cỏ (q, b) =— (b, c)- 

Thật vậy, mọi ước chung của.a và b đều là ước của 
œ€ =a —bq nên cũng là ước chung của b và c. Ngược 
lại mọi ước chung của b và c đều là ước của a=bq+c 
tố +. chổg là 'ớc chùng. của a và Nó Bởi vậy (ta có (a, 

= Œ. £). : : h 


4õ 


~ Thuật toán Ơclid. Khi b không chia hết a thi la có 
a = bq+rt, 0«&r¡<b; 
b=ruqi+r¿ . <r¿<r:; 
Pn.a2 = Pa_t Qa_t Ta, 0 Sta<Tax 
Fa_s = Paqn. 

Dãy các phép chia liên tiếp này gọi là thuật toán 
Ơcld thực hiện trên hai số a và-b. Số các phép chia 
này phải là hữu bạn vả thuật toán Ơclid phải kết thúc 
với một số dư ru¿y = Ủ vì đãy các số b, rị, rạ,... là đây 
các số tự nhiên giảm đần và do đó (ta có không quá b 
phép chia. 

Theo chú ý ở trên ta có (a, b) = (b,rị) = .. = Œaxg; 
Fu) Và VÌ ra_¡=raqa nên theo kết quả a) thì (rn_¡. Fa)—Fa, 
do đó (a, b) = ra. Nghĩa là: UCILN của hai số a và b 
bằng số dư cuối cùng khác không trong thuật toán Ơc- 
lHd thực hiện trên bai số đó. : 

Ví dụ. Hãy tìm UCLN của 924 và 360. 

Thực hiện thuật toán Ơclid trên hai šð đó tì được 

924 = 360. 2 + 294, 

360 —= 20+. 1 + 156, 

204 = 156. 1 + 48, 
156 = 48. 3 + 12, 
48 = 12.4. 


Số dư cuối cùng khác 0 ở đây là 12. Vậy (%4, 360)= 
12. Trong thực hành người ta đặt phép tính như sau. 


924..1368- 
368 2} = 
284.4 156 | TT 


156 | 48 [1 ” - 
44| 12 | 3 
0] 4 


nên (924, 368) = 12. 


3—SHPH 


2. Tìm ước chưng lớn nhất của nhiều số. Clho các 
tố nguyên dương a¡, a¿,.., nạ ta đặt d = (ái 8y... a2) 
đầu, 8v) = đ¿, (đa, dạ) = đa,..., (dạj A„¿) = du thì ta có 
đ = dạ. 

Thật vậy ta dễ thấy rằnz mọi ước chung của ay, 4z 
8a,... 4a đền là ước chung của đạ, aạ,... dạ và ngược lại, 
Vì vậy ta có 

(3, tạ, #q,..., 4a) — (d¿, 9a,..., 8u). 

Lặp lại lý luận này nhiều lần, ta sẽ được (ai, 8a... 

an) = (đạ, 84..., a„) = (dạ, 4¿,..., Aa) —... = (dục, 8a) = đẹ 
nghĩa là d = dụ. A 

Vi dụ. Hãy tìm UCLN của các số 924, 360 và 726 ta có 

(924, 360, 726) = ((924, 360), 726) = (12, 726) = 6. 


§3. BỘI CHUNG NHỎ NHẤT (BCNN) 
I— ĐỊNH NGHĨA _ 


— Ta gọi là bội chung của các số nguyên ai. ;,..., ân 
một số nguyên là bội đồng thời của mỗi số đỏ. 

— Một bội chung m của các số sa, a¿,.... 1ạ sao cho 
mọi bội chung của a¿, a¿,..., aạ đều là bội của m gọi là 
bội chung nhỏ nhất (viết tắt là BCONN) của các số đó. 

Chú ú. 1) Khi ta nói đến bội chung của các số a,, 
83... aa đương nhiên ta đã giả thiết các số đó khác 0. 

'9) Tập hợp các bội chung của nhiều số cho Irước 
trùng với tập hợp các bội của BCNN của các số đó. 

3) Nếu m là một BCNN của cất số a,, d¿.... A, thì 
—m-đũng là một BCNN của các số đó. Hơn nữa nếu m 

. và m' là những BCNN của a, a¿,... a„ thì m' = +©m. 
: Do đó từ đây về sau nếu không có gì thay đồi, ta sẽ 
lấy sẽ-đưranø m trong các BCNN của các số a¡,a¿...., da. 
làm và ký hiệu m = [{ay, d¿,..., A„}. 
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4) Với chú Ý 3) ta có thể định nghĩa BCNN của các 
SỐ nguyên @¡; as;.., a„ tà số nhỏ nhất trong lập hợp các 
bội chung dương của chúng. Có thề chứng minh dược 
rằng hai định nghĩa về BCNN đã nêu là tương đương 
nếu không kê đến sự sai khác một thửa số =E I. 

H~ÐIỊNH LÝ. Có bội chung nhỏ nhất của các số nguyên 
khác không di, đạ.... đa Cho rước. 

Chứng mình: Chúng ta xét tập hợp 

MẪễ= [x€Z {1x :ai ¡ = 1, 2,... nị. 

Ta có MCZ và Àf chứa ít nhất một số nguyên đương, 
chẳng bạn số | ai a¿... a„Ì €M. Bởi vậy trong M có sỐ 
dương nhỏ nhất m, nghĩa là mị a¿, i—1, 2,..., m >0 và 
¡ớt GSx,x€M,x >0. l 

Ta sẽ chứng minh mÃ—[ ai, 8¿,..., 8, ]}- 

Giả sử w là một bội chung của ay, dạ,.., aạ và giả sử 
tụ =—ng tr, 0<r<m, q,r€ Z. Bỏi vì g; a¿, m; âị 
i=1, 2,.., n nên tr w— mg: a;, ¡—= 1l. 2,.., n tức là 
tM. Từ r€M với 0<r<=m và đo tỉnh chất của m 
là số đương nhỏ nhất thuộc M ta phải có r = 0 bởi vậy 
n=mdq, nói khác đi mọi bội chung ạ của các số ai, 
n";..... a, đều là bội của m. Hơn nữa vì m là bội chung 
của ca số 8i, 82,.., 8, nên la cÓ Hì = [0i, 82s... 8n }- 


ITTÍNH CHẤT 


I. Điều kiện cần ouà đủ đề một bội chưng drơng m 
ca các số a, dạ... day là BOCNN của chúng là các số 


LÌA m m ệô !ö HỲ: Ì 

mm ra nguyên 1ö cùng nhau. 
(hứng mình. a. Diều kiện ät có. Cho biết m là BONN 

của cá: sỐố:a,, az,.., a, ta sẽ chứng minh —,— „a S là 

- 8i 3¿ qạ 

nguyên lổ cùng nhau. Thật vậy, nếu không như thế, thì 
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1 am lảì “ ` . 
các số N se —— CÓ miột trớc chúng d <<} | nào đó, 


ai 43a {tụ 


» mn Í 
khi đó nh bội chung của a, az,... a„ và 0< B |< 
mm. Điều này trái với giả thiết m là BCNN của a¡, 4a... dạ. 


b) Điều kiện đủ. Cho biết —— TH đc suấ — các số nguyên 


am a ta 
tố cùng nhau, ta sẽ chứng minh m là BCONN của ai, a¿...-- 
aa‹ Thật vậy, nếu không như thế, thì giả sử m` là BCNN 
của ai, az..., aa. Khi ấy ắt có số nguyên đ > 1 đềm=dm. 
Từ đó ta có 
BE... ẽ 


» .. » ...ng = 


bì... tụ ai a8 tạ 
m' m mn 
=dđị —-., vn 
Hội a¿ ñạ 
Ề mm m - xam mm - m 
suy ra đ ( v —,««.V— ), nghĩa là —~-, —,..„ — có 
ai: 4a ạ a: ^ạ ạ 


một ước chung d > 1, trái với giả thiết các số này là 
nguyên tố cùng nhau. 
2. a) Với k là một số ð8huên dương, iq có 
[ kau, kaa,..., ka, ] — k [4i, 8¿,..., 4a Ì. 
b) Với số nguyên đương ö là một tiếc chung của các 
SỐ d¡, 8a,..., a, ta có 
E 3a _ (âu, a„...., Aa] 
6 8 7 ”4 lỆ 6 ' 
Chứng mình. a) Đặt m = [a, az,..., a„ ] theo cách chứng 
minh định lý ở II, ta có rm là số nguyên đương nhỏ 
. nhất của tập hợp 
M={x€ZIx:a,, i=Il, 2,... nị. 
: Khi đó km sẽ là số nguyên dương nhỏ nhất của lập 
hợp - ; “ 


2n 


kM = ]kxC€Z|x&€Z, x: a, i=1,2... „ nÌ. 
Bởi vậy nếu ta chứng minh được tập hợp kM trùng 
với tập hợp 


Mụu=[y<€ZIy: ka, ï= 1,2, „ HÌ 

thì theo cách chứng minh định lý ở II, ta có 
km = [ kai, kaa,... kaạ Ì 
và ta được điều cần phải chứng xIpiiNi 

Bây giờ ta chứng tainh kM = MẸ, 

Thật vậy giả sử « € kM tacó « = kx, x €Z và x: 8p 
i—=1,2,.„n, khi đó kx; kai, i= 1, 2,.. n, nên «œ€ Mạ 
nghĩa {à kÀi CM,. 

Ngược lại giả sử œ € My ta có «œ€ Z và œ«: kau, i=l, 


2,.. n khi đó -Š- €Z và-” ïay,i—=l, 2,.. n. Đặt “= 
k h k 


X€Zta có e—kx. x ? a¡, i—I,2,.., nnên « € kM, nghĩa 
là Mụ C kÀI. Vày tính chất a) được chứng minh. 

b) Áp đụng kết quả a) với õ là ước chung đương của 
81, 8a,..., a„ tA CÓ: l 


a 5 
[A:, q2; s..» aaÌ= = — T]= 


KHI HAT 
6 ` ð B 


[ a; aa hạ | " ÍAi, 8gs.... 8a] 
—, ... — =——————‹- 
Lủ 


cho nên 


TY — CÁCH: TÌM BỘI CHUNG NHỎ NHẤT 

1. Tìm bội chung nhỏ nhất của hai số. Cho hai số ' 
nguyên a và b, giả thiết rằng a > 0, b >0. 

Ta có 
ab 


É: 9= 
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ab 


Chứng mình. Ta gọi ma= . Khi ấy bằng cách 


(a, Ÿb) 


viết m =a. 


=b._`—ta thấy m là một bội chúng 
(a, bỳ (a, b} 


b a 
và 
(a, b) (a, b 
nữa, giả sử H là một bội chung tùy ý của a và b thị 


của a và b bởi vì các số 


nguyên. Hơn 


ca ăa-. ax +by 
m ` ab ab 


với x và y là hai số nguyên sao cho (a, b) = ax + by 
(2.. HI, §2). Lừ đó ta có 


m b a 
là mội số nguyên vì TP và - ~ là những số nguyên. Nói 
a 


khác đi ụ là một bội của m. Vậy m = [a, b], và công 
thức được chứng diinh. 

Ví dụ. Hãy tìm BNN của 84 và 90. 

Ta có (84, 90) =6 nên ˆ 


[84, 90] = —— = 1280. 


2. Tìm bội chung nhỏ nhất của nhiều số. Cho các số 
Ttgujên dương sa, 8¿,.... aạ. 7a đặt m = [Ai 8¿,.... Am], 
[a;, a¿] = mạ, {m;, as] = mạ,.., [mạ_¡, a„] = mạ £hì la 
có m = mị,. 

Thật vậy, vì tập hợp các bội chung của ay và a; trùng 
với tập hợp các bội của [a,, a¿] = mạ nên tập hợp các 
bội chung của a:, a;,... aa trùng với tập hợp các bội 
chung của mạ, 0ạ,... a„. Vì vậy ta có: 

[Ai 8s;...; an] = [mạ, 8s;¿..., An]. 

Lắặp lại lý luận này nhiều lần ta sẽ được: 

[3:i, 4:,.-; an] — [mạ, 4s;..., 4a] =[ma, 8¿,.. 8u] —=... = 
= [mạ_, ân] = mạ, nghĩa là m = mự. 


"Vị dụ ;“tìm BCNÑ của các số 84, 90 và 165. 
Ta có (84,90, 165] = [[84, 90], 165] = 
1260. 165 _ 1260. 165 


250 0óc 2K ~— = 13880. 
(1260, 165) lỗ 


=[1260, 165] = 

3. Hệ quả 
a) Nếu các sỐ ay, ag,.... 8y nguyên tõ cùng nhau lừng 
đôi một thì BCNN của các số đó bằng lịch say sa... 8ạ 


của chúng. ˆ 
Chứng mình. Từ (a¿, a¿) =: 1 ta có mạ = [Ấy a¿]Ì = 
= _' 12? ~ a;aa. Theo giả thiết (a,, a;) = (a„ a:)= Í nên 
(a&¡, 42) 
(mạ, a;) = (a¡a;, aa) = 1 do đó mạ = [mạ, àg] =— SU = 
(ma,as) 


= IH¿3ạ = 8¡8;8a. 

Cứ tiếp tục như thể sẽ đi đến kết quả là 

mì mạ = {âu 3¿,.... 8a] = i82... 8a, : 

b) Nếu số nguUên +& là bội chung của nhiều số at. 8ạ,..e 
aạ nguyên lố cùng nhau từng đôi một thì + là bội của 
tích ayaa... aạ của chúng. 

Chứng mính: Thật vậy từ hệ quả a°) ta có 

8i8g.., 8, — [8i 8a... An] m 

mà x; ai, i= 1l, 2,., ñ thì x/: [a, 4¿.... ^„k nghĩa là 
X: ai8z... 8a. 


BÀI TẬP 


1.1. Trong định lý về phép chia có dư a = bq + r, 0<Sr<b 
cho biết a, q hãy xác định b và r trong các trường hợp 

__ 4) a=335, q= 11; bì a= 1372. q = 128. 

1.2. Cho a,b, n là những số nguyên dương. Biết rằng với 
mỗi số nguyên dương k khác b đều có k—b J k°=a. Chứng 
minh rằng a = b*, - 


` 
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(Thi vô địch toán Cộng hòa Liên bang Nựa năm (961). 
1.3. Chứng minh rằng 


a) Treng m-+l sẽ nguyên bất kỳ ắt có hai số có hiệu chia 
hết che m. 


b) Trong m số nguyên liên tiếp có một và chỉ mội số 
chia hết che m , 


®ạ. Chứng minh rằng với số nguyên m ta có 
a) mỂ + lím ; 6; b) mỄ—m ; 38; e`mŠ—5mŠ+'4m ‡ 120; 
d) 3m° — 14mŠ + 2lmˆ2 — 10m 24. ` 


9.5. Chứng minh rằng trong năm số nguyên tùy ý ải! có ba 
sỐ mà tồng của chúng là bội của 3. 


4.9. Chứng míinh rằng với x và y là những số nguyên sao 
cho x T+y chia hết cho 3 thì ta có x và y cùng chia hết 
cho 3. 


1.7. Chứng mình rằng với n >> 1 ta có 
3 (5+2°+... +a5) ; 12+929+....+nŸ, 


19. Chứng minh rằng với n>>Í Xà kờ>Ii là số lẻ. ta 
có 1*+2*+..T+onh: 1+2+. On. . 


Nói riêng ta có 
F La +.,.† (2n)? n độn-E1), 
1.9. Chứng minh rằng 
_.a) 1Í?) Í 100; bì 22220595 +øngg2222 ¡ 7, 
nh N 
1.10. Chứng minh rằng với mọi n >> I ta có 
- -£n+1 
€aÖ 16°—15n—1 ¡ 225; bì 3 +3: 11; 
©œ) g2n~! ,2nt! Ƒanyl, 25-1: ag, 
1.11. Chứng minh rằng nếu a + b chia hết cho số tự nhiên 
lễ n thì a" + b*" chia hết cho nỄ. 


1.12. Chứng minh rằng với n 2> I ta có: 


a) (n+i)°—1 ; n?; b) 2%”—Í)T_¡; (2—1)®, 
1.13. Chứng minh rằng với n > 1 và k là số tự nhiên lẻ (a có 


k2” cạn, 
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IỆT4. Tiên tất củ:c&C số tự nhiên n đề 2°—1 shia Niết cho 7. 
Chứng minh rằng với mọt SỐ tự nhiên n đều có 2" + 1 
không chia :hết cho 7... - 
€Thi vô địch toán Quốc tế — 1964) 

1 15/j Yới những giá trị nào của số tự nhiên n thì 
a) 3" +63 chia hết cho 72? b) nÌ? + 1 chia hết cho 10? 
œ) 20" +16"—3" —1 chía hết cho 3232 

1116. Cho hai đãy số 
an =2 n+ỉ na lí 
1...“ ch 
Chứng min rằng với mỗi số trr nhiên "có môt và chÈ 
một trong hài số an, bạ chia hết cho 5. : 

I7. Chứng mình rằng mỗi tồng sau đây không là số nguyên ? 


! : 
4N chế SE 2v cE ý n>l; 
kỷ 3 n ' 


1 
Na .... _n >0. 
3 5 h ”n 
1.18. ca) Co Œ, b) = 1,a —>1,b —1. Chứng mình rằng cớ 
đuy nhất cặp số nguyên %, 8 thỏa mãn; a%— b8 = ! 
0 <Sœz<b, 0<<a. 


b) Cho (a, b) S Í, b>a >> l1 và k là một số tự nhiên 
suo cho b2» k >> 1. Chứng mình rằng có duy nhất cặp sỞ 
nguyên % và . thỏa màn: a@ — bÖ = k, 0Š ưz<<b, 
—I B<a. 

1.!Đ. Chứng minh rằng: 
a)'(a, a + b) = (â, b); 
b) (a + b, ab) = 1 nếu (na, b) =1; 
e) Qa+b, a(a + b)) = I nếu (a, b) = 
d)ồa + 3b, 13a -È 8b) = (a, bì). 

WŒ. Chứng minh râng mỗi phân số sau đây là tối giản: 


ạy 2m + 4 nỄ + 2n mễn +2m 
————; ¡ ầe) ———— 
lần +3 nÍ+3n2+1 mn + 1 


1321. Tim tất cả các cặp số tự nhiên a và b thỏa mũn 


a)a + b= 432, (a, bì = 3ô; b) ab = 8400, (a, b) = 20 
©) 7a — 11, „(a, b) = 45; đ) 1a, bị = 2490, (a, b}== 24 
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1⁄32. Chứng minh rằng nếu (a, n) =r và (b, n) = s thi ta có 

(ab, n) = (rs, nì.. 
1/238. Cho a €bC(Œœ b=aqt+ ri c=an2 Ðrạ. Chứng Tainh 

rằng ta có 

(a, b, eì = Ca; rụ, t). 

Ấp dụng hãy tìm UCLN của các số 1218. 1791, 2730. 

1/24. Cho a, b, c là các số lẻ. Chứng mình rằng ta có 
: +b Ra +ụ 
ta, bụ =(=, CUÊ mì 
kì 39 3 

Áp dụng hãy tìm UCLN của các số 1365, 2205, 4851. 

1.358. Chứng minh rằng 


a) với a >1 1a có (UP —{, ah — 1)<= N4 


m 
bì vớia >1,m >>! ta e6 ( 


1; 


a ~f 


` «—1) =(a—l1, nÙ; 
a — Í 


e) với a ”> 1 ta có (at, (a + 1)12+21) = I1. 
1.96. Chứng minh rằng 


a) nếu 0 €€k<Ch và (k, n) = I thì Tả là bội của n; 
({m -++n—i)' 


b nếu (m, n) = 1 thì !a có ———— là một số nghi yên * 
m‡†nf 
tt (2n)! 
Đặc biệt ta có ————————— là một số nguyên. 
niín + I1 


1.37. Giả sử a, b là hai số nguyên lớn hơn 1 nguyên tố cùng 
nhau và m, n là hai số nguyên đương. Chứng mình rằng 
nếu a” + b” chia hết cho a" + b? thì m chia hết cho n., 

1.38. Cho a, b là hai số nguyên đdươag nguyên t(Ố cùng ahau 
và ab =c*. Chứng mính rằng ắt có các sỐ nguyên #, 
sao cho a = @”, b = *, và (#œ, ) = I1. : 

1.29. Chứng minh rằng dãy các số an —= 2"—3 (n=3., 3, 4,..) 
chứa một tập hợp vô hạn các số đôi một nguyên tố cùng 
nhau. 

(Thi vô địch toán quốc tế 1971). 


1.30. Dãy UI, U2, Ua,.. được gọi là đày các số PiHbôna+xL nữu 
U¿= Ua=-l, Um = Um_g TP Un-—2 tm :“ 3, 44.) 


28 : : 


w) 


Chứng minh rằng : 
a) CUu, Ứa+g) = 1; 
bì (Ưm, Dạ) = ứm n); 


€) Ua [ Uớ kbi và chỉ kbi n | m; 


d) dãy số Phibônaxi chứa một tập Bẹp vô hạn các số đôi 
một nguyên tố cùng nhau. 


31. Chứng minh rằng: 


1 
a) Dãy các số !dm giác tạ = -— nÊn + 1), n = 1, 3,... chứa 


“ 


một tập bợp vỏ hạn các số đôi một nguyên tố củng nhau; 
1 

bì Dãy các số iứ điện Tạ = Tàu nín +1) ín +3), n = {, 
D 


2,... chứa một tập hợp vô hạn các số đôi một nguyên tố 
cùng nhau. 


1.33. Tim bội số chung nhỏ nhất của ba số tự nhiên liên tiếp- 
1.383. Chứng mình rằng: 
a) [a, (b, e)] = (a, bị; Ía,cD; 
b) (a, Íb, c)} =Í(a, b), (a, c)}, 
1.34. Chứng minh rằng sa 
` 
abec (a, bự 'e)2 ~“ 


ä) Ea, b, c]|  —————— ; 
s : (a, h} (b, œ) (c, a) 


abcfÍa, b, e] 
})ía, b, c)= ` 
nh _ fa,blfb, e]fe,a] 


1.35. GIẢ sử aq: a3... 1a là những số nguyên dương. Đặt di 


: D 
a3... 8n = À và Ái —— (¡ = 1, 2,... n). Chứng minh rằng : 
đi 


a} ÍAt, 83.4, An) [AI, À2,..., An Ì= A, 
b) ai, +... an Ì CÀI, Á2,..., An) = 
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3, Định lý cơ bản. Mi sỐ !ự nhiền lớn hơn †f đều 
phân lích được thành một tích những thừa sỡ nguyên 
†ở nà sự phân tích đó là duu nhất nếu không kè đến 
thứ t các thừa số. - l 


Chứng minh. a) Giả sử a là số tự nhiên lớn hơn I, ta 
hãy chứng minh rằng có thề phân tích ä thành một 
tích của những thừa số nguyên tố. Thật vậy, vì a >l 
nên theo 3, I, số a có ít nhất một trớc nguyên tố pị nào 
đó và ta đặt a = p,a¡. Nếu ay = I thì ta có a = pị và đó 
là sự phân tích của a thành thửa số nguyên tố. Nếu 
a¡ >> Í thì cũng như trên, số a; có một trớc nguyên tổ 
bị nào đó và nếu ta đặt ai = pạaa thì sẽ được =pipDafa- 
Nếu a¿ = 1 thì ta có a = piD¿ và đó là sự phần tích của 
a thành thừa số nguyên tố. Nếu az >1 thì lại tiếp tục 
lỉ luận ở trên ta sẽ được sỗ nguyên tổ pạ.... Quả trình: 
này phải kết thúc, nghĩa là ắt phải có n sao cho 
Aa.i = Da là số nguyên tỐ vì ta có a, ai, dạ... là một 

' đãy số tự nhiên mà a >a¡>>as>>.., Như vậy cuối 
cùng la được a = pipa-.. Pa là sự phân tích của a thành 
thửa số nguyên tố. 


b) Bầy giờ ta sẽ chứng minh sự phân tích trên của 
số a là đuy nhất. Giả sử ta có 


8 = D¡Ds- - - Pa = qiđ2-- đm 


là hai dạng phân tích số a thành thừa số nguyên tố, 
thế thì ta có p¡ ¡ diđa-.. qm nên theo hệ quả ở trên pị= 
q¡i với ¡ nào đó (1<¡<m). Bằng sự đánh số lại ta giả 
SỬ p¡ = q¡ thì tạ được: 


.a...... 
'Ta lấy pạ và lắp lại lý luận trên ta được pạ = qạ và 
PaDa- - ‹ Pa=Qsf« - - - đụ 


Cứ tiếp tục như thế mãi cho tới khi đã ước lược hết 
các phần tử nguyên tö có chung ở hai vế của đẳng 
thức, ta phải có một vế nào đó bằng 1. Nhưng vì không 
thề xây ra 
1 = nà: đarase đm 

loặạc 

Đmti Đm+se Dạ = Í 
cho nên m = n và như trên pị = Q¡ Ì = Í, 2... n. Pừ 
đó tỉnh duy nhất của dạng phân tích số a thành tích 
sắc thừa số nguyên tế đã được chứng Imninh. 

4. Dạng phân tích tiêu chuần của số tự nhiên lớn 
hơn 1. Trong sự phân tích số a >1 thành một tích 
những thửa số nguyên tố ở định lý cơ bản có thê xảy 
ra nhiều thửa số lặp lại. Gọi pụ Pa... p. là các ước. 
nguyên tố đôi một khác nhau của a và øi (1 << k) là 
số các nhân tử cùng là pị trong sự phân tích của a thành 
muội tích các thửa số nguyên tố thì ta có 


TT N SÃ €) 

Khi ấy ta gọi (1) là dạng phủn tích tiêu chuần của số œ 

Vị dụ: t860 — 23.5. 72, 
Định lý cơ bản nói lên vai lrò quan trọng của số 
nguyên †Ố trong tập hợp số tự nhiên. Số nguyên tổ là 
cơ sở nhân của tãt cả các số tự nhiên lớn hơn 1. Chính 
vi vậy vấn đề số nguyên tổ là một trong những vẫn 
đề rụng tàm cửa môn số học. 

HỊ — BẰNG SỐ NGUYÊN TỔ 

1. Địn. lý (GcHd). 7áp hợp các số nguyên tö là nỗ 
hạn. 

Chứng minh: Đồ chứng mình định lý này, chúng ta 
sẽ chứng tổ rằng với bãt kỳ n số nguyên tố nào cho 
tRƯỚC Ð,, Dạ... Pa, ((>Í) cũng ắt có số nguyễn tố p 
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khác với n sở nguyên tố đó. Thật vậy. ta hãy xẻi số 
8 = DịDa:.. Do, đó là một số tự nhiên lớn hơn 1 nên 
Ắt có số nguyên Itố p là ước của a. Ta thấy p khác tất 
cả các số nguyên lỐ Du Đạ-... Da bởi vì nếu p là một 
trong các số p¿ (1 <<ï <n) nào đỏ thì p I PiÐa.. Da và 
đo pIa = P¡ps...pa+ Í nên ta được pI 1 là điều vỡ lý, 
và như vậy định lý được chứng minh. 

Như vậy là ta không thề có một bằng tất cả các số 
nguyên tố. Nếu ta đánh số các số nguyên tỏ theo thứ 
tự lăng đầu pÐịạ= 2. Dạ = 3, Da= 5... Da Đadt... thì 
cho đến nay người ta cũng chưa biết một biểu thức 
tông quát nào cho số nguyên tố thứ n pạ theo chỉ số 
n của nó. Trong thực tế cần dùng, người ta lạp nên 
các bảng số nguyên tố không vượt quá một số Lự nhiên 
^Ä nào đó. 

2. Bồ đề. Ước nhỏ nhất lớn hơn 1 của mội hợp số a 
không oượi quá Ý a. l 

Chứng nính: Gọi số tự nhiên p là ước nhỏ nhất lớn 
hơn 1 của a (đương nhiên theo 3, [., thì p là số nguyên 
tố) và giả sử a = paa thế thì p << a¡. Nhân cả hai vế của 
bất đẳng thức p<ay với pta có p?<a¡p hay pˆ<a. 
Suy ra từ đó rằng p<Va là điều cần phải chứng 
minh. 

Từ bỗ đề này ta suy ra một dấu hiệu về số nguyên 
tố, đó là hệ quả sau đây: 

Hệ quả: Nếu số tự nhiên qa >> 1 không có trột trớc 
Tguyên tố nảo trong khoảng lừ 1 đến VỀa thì a lả số 
nguyên lỗ. 

Tuy nhiên đề biết số tự nhiên a> 1 có là nguyên tố 
hay không ta cần phải biết tất cÃ các số nguyên lð 
trong khoảng từ lLđếnVa. Bây giờ chúng ta đi lập 
bằng các số nguyên tố không vượt quá một số tự nhiên 
.A > 1 cho trước. 
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3. Lập bấng các số nguyên tố không vượi quá số 
tựa nhiên A. 

Ta viết tất cả các số tự nhiên tử 0 đến A, rồi tìm 
cách xóa. đi Ireng bảng đó những số không phải là số 
nguyên tố, những số cởn lại sẽ tạo nên bằng tất cả số 
nguyên tế khôêângs vượt quá A.: : 

Trước hết ta xóa đi số 0 và số 1 vì hai số ¡này không 
phải là. số ngưyêun tố. Số đầu tiên chưa bị xóa là 2, đó 
là một số nguyễn tố vì giữa ¡ và 2 không còn một số 
tự nhiễn nào cả nên 3 không có tước não ngoài l va 
chính nó. 

Ta giữ số 2 lại và xóa đi trong bảng tãi cả những sỐ 
khác là bội của 2, số đầu tiên bị xóa là 4 = 2. Sau khi 
đã xóa hết các bội của 2 trong bằng thì số đầu tiên còn 
lại (số bé nhất lớn hơn 2) chưa bị xóa là 3, đó là một 
số nguyên tÕ vì nếu không (thế thì 3 phải có một ước 
nguyên tố nhỏ hơn nó, ước ấy chỉ có thể là 2 và như 
vậy 3 là bội của 2 (mà khác 2) đã bị vóa. 

Ta giữ số 3 lại và xóa đi trong bảng tãt cả các số khác 
là bội của 3, số đầu tiên bị xóa là 9— 32 vì các bội 
khác của 3 mà nhỗ hơn 9 là 6 đã bị xóa với tư cách là 
bội cúa 2. Sau khi đã xóa hết các bội của 3 (khác 3: 
trong bảng, thì số đầu tiên còn lại (số bé nhất lớn hơn 3) 
chưa bị xóa là 5, đó là một số nguyên tố, vì nếu 
không thế thì 5 phải có một ước n;:iyên tố nào đó nhỏ 
hơn nó, ước ấy chỉ có thê là 2 hoặc 3 và như vậy 5 đã 
bị xóa với tư cách là bội của 2 hoặc 3. 

Ta lặp lại quá trình trên đối với số nguyên tố 5 và 
các số nguyên tố sau số 5,... Việc làm như vậy khi nào 
sẽ kết thúc đối với một bằng các số tư nhiên << A ?. 
Ta có các kết quả sau đây: ` Đ 

— Sau khi đã xóa trong bảng lãi cả bội của k số 
nguyên (õ đầu liên pị = 9. p› = 3Ó p› = 5.... p. (không 
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kè những số nêu) thì số đầu tiền côn lại chưa hị róa 
sau p, là số nguyên lố thứ Â + 1 — p+i Thật vậy n»ữu 
Đă+i không là nguyên tố thì nó phải có ít nhÃt mội trớc 
nguyên tô nhỏ hơn nó. ước ấyv chỉ có thề là Đụ. Đs.....Pa 
(các số từ nhiên lón hon pẹy và nhề hơn pv¿¡ đều là hợp 
số đả) và như vậy hóa ra px¿y đã bị xóa. : 

— Đội đầu liên của số. nguyên tố pụ¿ (khác pv) phải 
xóa là tì vi các bội khác của nó nhỏ thua ỒN là 2Ð:. 


3Ðk..... CDx — l) pv đều đã bị xóa do các hợp số này có 
ước nguyên tố nhỏ nhất không phải là p¿ mà nhỏ hơn 


Dv. Còn Đ\ chỉ có ước nguyên tố là px mà thôi. 


— Sau khi dã xóa tãi cả các bội của pị = 2, Ðị = 3. 
Da — 5. Da (thong kẽ n số nguyên lõ nàu) oới điều 
kiện ĐÐy S Á < pa„y thì tất cả các số còn lại trong băng 
chưa bị xóa đều là số ngujên lð cả. Thật vậy, mọi hợp 
sỐ a & Á dều có một ước nguyên tỐ p< Vã a<V'A 
cho nên b phả: là một trong các sỐ nguyên LÔ Dị Dị 
Pa. Pá, do đó a đã bị xóa với tr cách là bội của p. 

Cách là như trên đề tìm tãi cả các số nguyên Lô 
không vượt quá miột số tự nhiên cho trước gọi là «sàng 
Crraie@sten ». 

Vị dụ: Lập bằng các sẽ nguyên tô không vượt quả 
A = 1Ó0. Ta có p¿ = 7 là sẽ nguyên tế lớn nhất không: 
vượt quá V 186, bởi vậy ta viết tãi cả các số tự te 
lử 2 đến 100 rồi xóa đi tãi cả các bệi của 2, 3, 5 
(không kề những số mày) ta được bằng các số nguyên 
tố không vượt quá 100 (gồm 25 số) : 

: 2. 3 4 5s 6 7 8 9 10 
IÐ [2 t3 1Í 15 lâ (7 18 c¡ọ 20 
31 22 2a 24 355 26 27 28 „so 30 
341 324. 33 34 35 36 Hi 348 39 40 
4i 12 43 14 45 46 48 49 50 
BÍ 523 5a 54 55. Š6 ÿ Š§ sẹ GÒ 
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ọt 62 63 64 65 66 øéỹ 68 69 70 
7! 72 73 74 75 76 77 78 r9 80 
8l 82 sạ 84 85 86 87 88 v4 90 
91@92 93 94 95 96 7 98 99. 100 
Tử bằng các số nguyên tố < 100 và dựa vào hệ quả ở 
“rên ta có thề kiềm tra được rằng mỗi mội số tự nhiên 
„ +„ 10000 có phải là nguyên tố hay không. Aluốn vậy 
ta lân lượi thử xem số a > 1 đó có mội tưrớc nguyên tố 
nao << Va không, nếu a không có ước nguyên tỐ nào 
«< Va thì a là nguyên tố. Chẳng hạn xét số 257, ta có 
v 587 << L7, các số nguyên tò & V257 là 2.3, 5,7. 1:, 
13 đếu không phải là ước của 257, nên 257 là số nguyên 
tố Trong thực tế với những số không lớn lắm. muốn 
kziềm tPa xem nó có phải là nguyên tố hay không người 
ta thường đôi chiếu nó trong bằng các số nguyên tố. 
Hằng số nguyên tổ còn đùng đề tìm dang phản tích 
tiêu chuâần của số tự nhiền a > 1. Muốn vậy dĩ nhiên 
tạ cũng cả cần phải có một bằng gồm tắt cã các SÖ ko” 
tò <Wa. Nếu a không có mội tóc nguyện LÔ sš v 
thì a là một sò nguyên tố, nó chính là dạng phân Ô lib§ 
tiêu chuần của a. Nếu a có ước nguyên tố p «‹{W a thị 
ta CÓ 8 = pdai với Í < ai < a ta lại tìm ước nguyên tế 
của a¡,... cứ thế mãi sau một số hữu hịn bước tạ sẽ 
được dạng phân tích tiểu chuần của số a. 
Trong thực Hành, chẳng hạn để tìm dạng phân tích 
tiệu chuần của số 1960 Ea đặt tính như sau : 
—— 1980 
98U 
190 
245 
49 


t* 


MS M Œ{ b tỷ 


ta được T960 = 23,5, 72 
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Ngay từ thế kỷ XVII Katalđi (1603) đã lập bằng các 
SỐ nguyên tố << 760. Shuten (1657) đã lập bằng các số 
nguyên tố << 10000. 

Vào những năm cuối thế kỷ XIX, lLM Pervushin đả 
lập bằng các số nguyên tố << 10000000."Ông đã đành 
trên 40 năm (1854 — 1897) của cuộc đời cho công trình 
này. Đó là bằng số nguyên tố lớn nhất thời bấy giờ. 
phải viết trong 750 tờ giấy đầy chữ nhỏ. 

Gần đây, năm 1959 K.L. Baker và F.Grunberger đã 
lập bằng tãi cÃ 6 triệu số nguyên tố đầu tiên. Số nguyên 
tố thứ 6.000.000 là 164395301. Hiện nay bảng số nguyên 
tố đầy đủ nhất và lớn nhãt là các bằng của Kulik (ở đạng 
bản thảo) — cho đến 100 330 201 và bảng của Baker và của 
Grunberger (bằng microphim) — cho đến 101395301. 

Với bảng các số nguyên tố không vượt quá A như thế 
người ta có thể tìm được đạng phân tích tiêu chuần của 
bất cứ số tự nhiên không vượt quá a= A*, 

Vấn đề phân tích một số tự nhiên thành dạng tiêu 
chuần, cũng như vấn đề xét xem một số tự nhiên só 
phải là nguyên tố hay không, về mặt nguyên tắc đã 
được giải quyết hoàn toàn, nhưng trong thực tế. đối 
với các số lớn vấn đề này không phải là đơn giấu vi 
như vậy là phải thực hiện khá nhiều phép tính. Hởi 
vậy «nói chung » thì người ta chưa biết được rằng một 
số tự nhiên a cho biết, là nguyên tố hay hợp số. Cho 
đến năm 1983, số nguyên tố lớn nhất mà người ta biết 
được là số 2!%?...1, nó gồm 2ã962 chữ số trong hệ ghi 
số thập phân. 


IV — MỘT VÀI ỨNG DỤNG 
1. Tiêu chuần chia hết 


Định lý. Cho a là mội số tự nhiên uới dạng phản tích 
tiêu chuần tà: ` 


dạng. dị = ph ph sói p 
uới 0< Bị Sa. t1, 9... 
Chứng nữnn., GIÁ sử địa, nghĩa là có số nguyên q 


sao cho a =dq Đẳng thức này chứng tỏ rằng nếu d>I 
thị mời rớc nguyên tố của d là ước nguyên tố của a và 
sÔ mũ của ước nguyên tố ấy trong dạng phân tích tiêu 
đhuần của d không lớn hơn số mũ của nó trong đạng 
phân lích tiêu chuần của 4, ĐỜI vậy 


3 ly „ : : 
d= pỀ Độ? p0 < Bị, Sau Em, 2.2 ki 
nếu d= 1 thị ta có thể viết d= ph IS tý n hệt Bị = 0, 
LÍ, 2,... k 


Ngược lại giả sử a và d là lai số tự nhiên thỏa mãn 
điều kiện của định lý, khi ấy zi—jfi¡ >0, i=1. 2... k 
8: sa —Ba 


di = : 4 n 
nên 2p, Đà nã  NH Px là một số tự nhiên và 


s«=dq, nghĩa là da, 
Chủ ý. a) Định lý này cho ta cách mác định tắt cả các 
trớc của một số lự nhiên ca muốn vậy trong biều thức 


d= nh ' nÊ®, . ph 


ta chỉ việc cho B¡ (=1, 2...., k) độc lập với nhau lẤy các 
giá trị.0, 1...., «¡. Ví dụ với a = 140 = 22.5. 71A có d= 
= 2P 583 7š với Bị =0, 1.2,B2—0, 1:Bạ—0, 1 cụ thể ta dược 
các ước của 140 là 1. 2, 4. 5, 7, 10. 14,20, 28, d5, 70, 140. 

bì Từ định lý trên ta suy ra kết quả là nếu số lự 


2v 


nhiên a>1 có đang phân tích tiên chuần “=ứ_ „mm .. y 


thì số các ước của a ld («y + 1)(œa + 1)... (&y + 1). 
©) Giả sử a 0à b là hai số lự nhiền khác 0. nguyên !õ 
càng nhau. Ki ấu số tự nhiên d là ước của lích qb khi 
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bà cRỉ KÀI d = + trong đó 3 là ước của a. ý Ìd trớc của 
b 0à Œ, ụ ngu12:t TỐ củng, nha. 

Thật vậy, nếu ít nhất trong hai số a và b có một sỐ 
bằng 1 thì kết quả là hiền nhiên, bởi vì chẳng hạn A>=1' 
ta có aB=b và d Iab khi và chỉ khi đ = 1.y trong đề 
yb. Nếu a và b cùng lớn hơn 1 thì ki sử 


pễ T 

2= Pị Pạ «.pp và b=qj' dạ” ¬. 
là phân tịch tiêu chuần của a và b. Khi ấy từ giả thiết 
(A, b) = l tà cÓ ĐỊ. Pa... Dị. Qịc đi... q, là những số 


nguyên tö khác nhau và 
: % Ty sửa 
ab= Đị Dạ Pc dị đen 


là đạng phân tích tiêu chuần của số ab. Theo dịnh lý 
trên thì đ | ab khi và chỉ khi 


8: : ô L 
d= pj' p2”... p Ta q, Vệ Q2 
0 €ñ\ K &i (Ì = 1,2... n) 0 <G6,<T, (= 1.2... 41 
trong đó x = phi Tà pỀ là ước của a. y = vn qạ" 


qề là ước của b và (x, v) = 1. 


2. Ước chung lớn nhất. Ta sẽ sử dụng dạng pphân 
tịch tiêu chuần của các sỏ tự nhiên để tìm tước cfturng 
lớn nhất và bội chung nhỏ nhất của nhiều số. 

Cho at. a¿,.... a„ là những số tự nhiên lớn hơn ơi 
Địc Dà..... Dị là các ước nguyên tỐ phân biệt của (L nhất 
mỘI trong các số a¡, a¿,..., a„ ta có thề viết 

« =3 ø 
Ätc jÐc Đa oi Êy 
ma >Ú:ï =1, 2...0: J= 1, 2... k (ay > Ũ nếu như 
pị Ì Ai và ai, = 0 nếu như p¿ không chia hết a¡). Khi ấy số 
d= ph Đã s4 3N Với tị = mịn. lau 234... Maj} 
1 SiSk 


3$ 


là số nhỏ nhi trong các SỐ @¡c. 2....... 2a, sẽ là UCLN 
của a% a2 là hyb a 


n* 


Thại vĂý. tử giả thiết về gị ta có với mọi i=1, 2....n 
<= cho nên theo I) sẽ đ là ước chung của ai, 8x. 
Mãi tắt giả sử ð là một ước chung n đó của a¡, ta..... nn 


theo b thì ð phải có dạng 6 = pỆ pề D2 ve với 0< 
<i Sj#u: IS, 2... n. j= 1, 2... k, nghĩa là 8<Sgị chủ 
nên 4 là ước của d. Vậy d là UCI, Ñ của ay, 3az.....n„ lử 
đồ ta có: 

UC}X của nhiều số qụ, dạ,.... dạ là một số (Í là tích 
tây Thừa các thừa số nguyên tố chung của tắt cỉ 
các SỐ đị. đạ,.... đa, mỗi thừa số mang số mũ nhỏ nhất 
của dä lrong các dạng phản lích tiêu chuần của các số 
đã ch2 Œ, đạ..... đa 

V¡ dụ i8ã0 = 237), 2353 = 2!⁄3.724001 = 

tả CÓ : = (1960. 2352. 4001) — 2'.7 

S kệ z + 3. 

_8. Bội số chung nhỏ nhất. Cũng bằng ký hiệu đã có 
ở trên ta CÓ 


2? 


th = pệ sà Lệ với b¡ = max |zi. s3¡.... đaj} 


‡á sò lớn nhất trong các số “Si: #3j «Đai sẽ là BONN 
của ai, ñạ,.... da. 

Thật vậy với giả thiết về ø;¡ và theo [) ta cóm là một 
bội chững của ai. a¿,.., a„ và mỗi bội chung v của dụ, 
#s..... tạ đền là bội của m cho nên mm là BGỒNN của aị. 
82......8a Và (A CÓ: 

#8#GCXYN của nidồt SỐ œ, dạ,.... 0a fd THÔI số mì là tích 
tụ thừa các thửa số nguyên lô cñut oa miệng của các 
SỐ đị, đu... ta, mỗi thừa số mang sỐ mũ lớn nhất của 
nó trong dụng phân tích tiêu chuẩn của các số đã cho 
đứ), dạ. ..., đa. 

Ví dụ: m =[1960, 2352, 1001] =2*.3 5.7211, P 10ãi1nn 
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và định lý đã được chứng minh. Tuy nhiên ta thấy rằng 
ước giả này còn quá thỏ sơ vì chẳng hạn pạ<2Ÿ ~ 24A 
trong khi đó pạ = 7. 
- Người ta cũng đã chứng minh được rằng p.<2"*+' và 
hơn thế nữa pạ < 2**! + 2 song các xết quả này cũng 
còn rất thô sơ vì chẳng hạn pịa = 29 trong khi đó xổ 
nguyên tố lớn nhất không vượt quả 2!9-2 + 2 « 514 1A 
Ủ®? 509. 

Một kết quả định tính lớn nhất mà người ta đã tìm 
được ở cuối thế kỷ trước là 


Hn —ÊPS. = 1 
n—>oœ  nÌnn 
{Inn là logaril cơ số e của n). 
e) Về vấn đề này Siêpinski cho ta định lý sau đây đề 
xác định số nguyên tố pạ. Nếu 


= XS 'pi.I072” thi 
n=tI 
= {109.4} — 102271102”””.a1c®9 
Định lý này cho ta một công thức đơn giản đề xác định 
sÖ nguyên tỔ Dạ song đôi hải phải xắc định được a. mã 
tmuốn thế ta lại phải. biết tất cÁ các số nguyên tố. hởi 
vậy nó chỉ có ý nghĩa lý thuyết mà thôi. 

2. Một văn đề đơn giản nữa đặt ra là: Có hau không 
xnội biều thức chỉ lấu giớ trị là các số nguyên lỗ 0ới 
mọi giá trị tự nhiên của ần. Cho đến nay cũng chữa hv 
vọng chỉ ra được một biều thức như vậy. 

a) Điều thức đó tà một (ta thức. Ta có «đa thức Ơlo s 
Đ(X) = X? + x + 41. Với x =0, 1,2,..., 39 đa thức Ơla 
cho ta các giá trị nguyên tố 41. 43. 47..... 1601, nhưng 


(*? Íx] là số nguyễn lớn nhất không vượt quá sa thực + 
trein Ñ 1, bài thứ ba}, 


‡‡ 
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chưa biết Hủy có hav không một số tự nhiên m> 41 
sáo cho với x= 0. 1. 2.... mộ—2. Í(x) =xz? +x+m 
cho những giá trị đều là số nguyên tố. Ta cũng thấy 
rằng đa thức x? — 79x + 1601 lấy các giá trị nguyên tổ 
với =0. 1. 2..... 79. Tuy nhiên không khó khăn lắm 
ta có thề chứng minh được rằng không có một đa thức 
nào với hệ số nguyên lấy giá trị nguyên tố với mọi giá 
trị tự nhiên của ần. 

Người ta đặt vấn đề xé! xem có ha không một đa 
thức lầu uô số giá trị nguyên tð? Đối với nhị thức bậc 
nhất thì ta có định lý: mọi đa thức bạc nhất axÐ+b nờt 
ra, b) ~ 1 dều lấu uô số giá trị nguyên tố. Hơn thế nữa 
người ta cũng đã chứng minh được rằng với a xác định 
và b«<a thì các số nguyên tố dạng ax + b «phân bố 
đều cho b». Chẳng hạn với a=4. ta có vò số số nguyên 
tô dạng 4x + 1 và có vô số số nguyên tố dạng 4x + 3 
và SỐ các số nguyên tố trong hai loại này là «tương 
đương »- 

Đối với nhị thức bậc nhất thì vấn đề được giải quyết 
ahư vậy. còn đối với các đa thức bậc cao hơn Í thì 
người ta chưa tìm được một đa thức nào lấy vô số Ung 
trị bà Với tố. Có giả thuyết cho păng các đa thức x? + 
+ +41, x? — 79x + 1601. x?+ 1. xÃ*+2 lấy vô số giá trị 
nguyên nã 

bì Số Phácma. Phéema phát biều rằng các số l4, = 
«+ 23+ 1 với n =0, 1.2... đều là nguyên tố cả. Các số 
P, được gọi là số Phecma. 

Dễ. đàng chứng minh được rằng nếu k > 0 thì điều 
kiện cần đề số 2" + 1 là nguyên tố là k phải có địng 
?° Tuy nhiên điều ngược lại không đúng vì Ơle đã 
chứng minh được rằng F,=??+ { có rớc nguyên tổ là 
6ải. ỞJe cũng đã chứng mỉnh được rằng ước nguyên lồ 
cửa: F,=2?” + ! phải có dạng ¡.2"*? + Í. 


Đến năm 1952 người ta đã biết các số Phécma F,= 
= 2?” + 1 là hợp số với n = 5.6. 7,8. 0, ¡1, 12, 18, 23, 
36. 38, 73. Nhờ máy tính điện tử đến năm 1964 người 
ta đã biết thêm với n=!0, 13, 14, l5, 16. 19. 21, 25, 26. 
27. 30, 32. 39, 42. 52, 55, 58, 63, 77, 81, I17. 125. 144. 
150, 207, 226, 228, 260, 267, 268, 284, 316, 452, 1815 có 
F,=22” + lià hợp số. Hợp số Phécma Es¿; có hơn 1U? 
chữ số trong hệ ghí số thập phân, ước nguyên tố nhỏ 
nhất của Pu là số 5.2!%!” + ¡1 gồm 587 chữ số trong hệ 
ghỉ số thập phân. 

Tuy nhiên cho đến nay cũng chưa biết lập hợp số 
nguyên tố Phéema cũng như tập hợp hợp số Phéema là 
vô hạn hay hữu hạn. 

Việc nghiên cứu các số nguyên tố Phéc rùa là bồ ích 
bởi vÌ các số Phéc ma có liên quan mật thiết đến bài 
toàn chỉa mật vòng trôn ra làm những phần đều nhaâu 
bằng thước kế và com. Gauss đã chứng minh được 
rằng có thề chia mội Đồng tròn cho trước ra fàm n phần 
- đều nhan bằng thước kẻ ok corm-pa khi 0à chỉ khin= 2® 
Đụ. Pạ... px trong (lo a 2 Ö bà Dị, Dạ... Dš Tà những sẽ 
tqtguyên tố P?héc ma phản biệt, 

6) Số Aféc.ren. Các số đạng M,=2"— I được gọi là sẽ 
éc,en. 

Có thề chứng minh đề đàng nếu n là hợp số thì MỤ 
cũng là hợp số, vì vậy nếu Àl„, là nguyên tố, thì n cũng 
phải là nguyên tố, Tuy nhiên điều ngược lại không đúng. 
bởi vì Mị; = 2!— 1=2047=23.80. 

Nếu số Méexen là nguyên tố thì người ta gọi số đó là 
số nguuên lố Mécxen. Cho đến năm 1971 người ta đã biết 
được các số Mécxen Mẹ = 2? — I là số nguyên tố với 
p=2,3,5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 
1279, 2203, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19987. BÀI 
đầu từ chỉ số p=521, số nguyên tố Mécxen Mp được kiềm 
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tra BÃ ngrnậy tính điện tử (năm 1952).Số nguyên tố Miss:;>= 
= 2!9% _ † gồm có 6002 chữ số trong hệ gh¡ỉ số thập 
phân, nó là số nguyên tố lớn nhất mà năm 1971 người 
ta biết được. Năm 1979 D.Slovinski phái hiện số nguyên 
tố Mecxen thứ 27 Mu; và tháng 1 năm 1983 D.Slovin- 
ski lại phát hiện số nguyên tố Mécxen Mạax¿s—=25621)— 1, 
Số nguyên tố Mecxen Mạ¿;¿y gồm 25962 chữ số trong 
hệ ghi cơ số thập phân, người ta chưa biết nó có phải 
là số nguyên tố Mécxen thứ 28 hay không, nhưng có 
điều chắc chấn nó lá sỐ nguyên tố lớn nhất ¡mà lú: ấy 
con người biết được. 

Đến nay bài toán tập hợp các số nguyên tố Mécxen 
là vô hạn hay hữu bạn cũng chưa giải được. 

Số nguyên tố Mécxen có ý nghĩa quan trọng Ìà vì nó 
liên quan mật thiết với các số hoàn chỉnh mà trong bài 
thứ ba chúng ta sẽ có địp đề cập đến. 

đ› Về vấn đề tìm biều thức cho số nguyên tố, cách 
đây khoảng ba chục năm (1917) người ta đã chứng 
minh được các định lý sau đây : 

— Có mệt số thực œ sao cho (x3®) lấy giá Irị nguyên !ð 
UỚI mọi số tự nhiên n >0. 

—Có mội số thực œ=xs„ sao cho các số (2^e]1.[2”1,... 
sức định bởi công thức qui nạp a„.ị = 95" đều là số 
nguyên ¡õ. 

Tuy nhiên các định lý này cũng chỉ có ý nghĩa lý 
thuyết mà thôi. 

3. Sự phân bố số nguyên tổ. Đề nghiên cứu sự phân 
bố số nguyên lố trong dãy số tự nhiên, người ta xét 
hàm số #(x). Theo định nghĩa, z(x) biều thị số các số 
nguyên (tố không vượt quá số thực dương x. Ví dụ, 
z(1.37)=0, (=1, (10)—=4, z(p„) = n. 

Từ định. nghĩa ta có ngay hệ thức 0< z(x) <x, và 
theo định lý ĐEN về tính vô hạn của tập hợp các số 
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lẫy rết xem khi chia sỐ nguyên tố cho 00 thị có kết quả 
smhư trên không ? 

b} Chứng mình rằng nếu tồng của n lũy thứa bậc 4 của cÁc 
số nguyên 1õ lớn hơn 5 là một số nguyên tổ thi n phải nguyên 
tổ cùng nhang với 30. 

- 2.5. Xác định sỐ nguyên tỔ p sao cho 2p + Í là lập phương 
-sgủa một số tự nhiên, 

8.6. Tìm tất cả các số nguyên tố p sao cho nó vừa là tồng 
của hai sỐ nguyên tố nào đó, vừa là hiệu của hai số nguyên 
+ố nào đó. 

2.7. Tim tát cả các số nguyin tỐ p sao cho tỒng LÁI cẢ cÁe 
ước tự nhiên của p` là một số chính phương. 

2.8. Với mỗi số tự nhiên ø, 2 < s < 10, hãy tin: tất cả cáo 
“số nguyên tố p sao cho tP là lũy thửa bậc s của một sỐ tự 
Phi 

2.9. Chứng minh rắng có nhiều vô hạn cặp các sỐ nguyên 
$ và n khác nhau sao cho m Và n cô cùng cáo ước nguyên tố, 
. Tả m + 1 và n + 1 có cùng các ướo nguyên tỐ. 

„ 2.10. Chứng minh rằng với n là một số lễ lớn hơn i, cáo 
số n và n +2 cùng là nguyên tố khi và chỉ khi (n — 1)! không 
chia hết cho n và n2. 

#.11. Chứng minh rằng cô vô số cặp số nguyên tỐ liên tiếp 
„nà không phải là cặp số nguyên tố sinh đôi. 

2.12. 8) Cho p và 8p + 1 là những số nguyên tố. Chứng 
4m rằng 8p? + 2p + 1 cũng là số nguyên tố. 

đhAcheÐ S, p > 5là một số nguyên tố. biết rằng 2p + 1 cũng là. 
số nguyên tố. Chứng minh 4p +1 là hợp sö. 

2.18. Chứng minh rằng với m >> 2 giữa m và m! có Ít nhất 
“nỘt số nguyên tố. Từ đó suy re rằng có vô số số nguyên tố. 

+ Tìm tất cả các số nguyên tỐ p sao cho p + 6, p #8, 


+ 12 và p + lá cũng là những số nguyên tố. 
Cà a) Chứng mình rằng tích của các số tự nhiên đạng 
b 1 lại là một sỐ tự nhiên dạng ấy. Từ đó suy ru 
rằng có nhiều vô hạn các số nguyên lỗ dạng 4m + 3. 

b) Giải bài toán tương tự cho trường hợp; các số nguyên tÕ 
-đạng 6m + 5 „ 


(n3 1 
2.16. Tìm tất cả các số nguyên ĐỀ day _ ` 


— { với 


3.17. Tìm tất cẢ các số nguyên tố dạng time + 
với n >> 1. 

3.18. Tim tất cả các cấp số cộng nhiều hơn hai số bạng mà 
mỗi số hạng đều là nguyên tố vời công sai d trong những 
trường hợa sau : 

a) d là một số lễ: b) d =-2; c)ìd = 10: dđ) d z 6 mà 
cấp số cộng có nhiều hơn 4 số hạng. 

2.19. Chứng minh ng với các số nguyên tố lớn hơn 3 lập 
thành cấp số cống nhiều ơn hai số hạng thị công sai 
phải là bội của 6. ' 

2.90. a) Tim tất cả các số nguyễn k >0, với chúng đầy 
ki, k+2,..., k+10 chứa nhiều số nguyên tố nhi, 

b) Giải bài toán tương tự với dãy k+l, k+32,.... k+ 100- 

2.21. Chứng minh rằng không có một đa thức một ần nào với 
hệ số nguyên lấy giá trị nguyên tỐ với mọi giá trị tự 
nhiên của ần. 

3.22. Giả sử pn là số nguyên tố thứ n. Chứng mình rằng. 
a) Không cỏ đa thức f(x) với hệ số nguyên nào mà f(1)= 
Ðu f2) = p¿ và f3) = 
b} Với mỗi số tự nhiên m >> ! ắt có một đa thức f(x) với 


hệ số hữu tỷ thỏa mãn fŒ) = Ðw với k = 1,2... 10, 
e) Với mỗi số tự nhiên m >> I ắt có một đa thức f(x) với 
hệ số nguyên sao cho Í(pk) = pk với k = l1, 2... m. 


32.23 a) cho 2F+1là một số nguyên tố. Chứng min: rằng hoặc 
k=2 hoặe k=2” với n là một số tự nhiên. : 
b) cho 2Ï— 1 là một số nguyên Lố. Chứng mình rằng k là 
sỐ nguyên tố. 

2.31, Chứng minh rằng với n >> 2, các số 2”+ 1 và 2°" —1 không 

._ thề cùng là nguyên tố. 

2.25. Chứng minh rằng với m "#“n ta có (mm, Ea) = 1, trong 
đó T32?” +1, k= 6, 1,2..... Từ đó suy ra rằng có vÒ số, 
số nguyên tố. 
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k 
4.26. Cho Pw = 3s? +1, k=01.2,... Chứng mình rằng 


a) Paasin = 2+FoeFti...Fn;: 
bì Fu[sfn — 2, 

3.27. Chứng mỉnh rằng có nhiều vô hạn các số lễ k >0 với. 

ˆ chúng tất cả các số 2?” + k(n >> 1) là hợp số. 

3.28. Chứng minh rằng trong đãy cúc số Méexen Ma = 2” 
(n >> l) có khoảng đài tùy Ý gồm toàn hợi số. 

2.29. Chứng mình rằng với n là một số tự nhiên chẵn lớn 
hơn 4, 1a có các số Mecxen Ma = 2° — {1 là tích của HH 
nhất ba thừa số tự nhiên khác t. 

3.30. Chứng mình rằng hat mệnh đề sau đây là tương đương 
với nhau; 
aA) Chỉ có hữu hạn số 8n P tố Mềécxen và hữu hạn số 
nguyên tố Phécma : 

, b) Chỉ có hữu hạn số tự nhiên m sao cho mỗi số m và 
m + 1 chỉ có một ước số nguyên tỐ. 


BÀI THỦ BA 


MỘT VÀI HÀM SỐ SỐ HỌC 


81. PHẦN NGUYÊN VÀ PHẦN PHÂN CỦA. 
MỘT SỐ THỰC 


1 — ĐỊNH NGHĨA 


1. Phần nguyên của số thực x, ký hiệu bởi [x} là số 
nguyên lớn nhất không vượi quá x. Như vậy [x] là sÕ 
nguyên thỏa mãn. 


[z] <x< [z] + 1. 
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Ví dụ :[3]—=3:[xz1=3:[—271]= ~ 3iÌ"ä~ |=> 


2. Phần phân của số thực x. ký hiệu bởi {[x}-là hiệu 
của x trừ đi [N]: 


{xl=x—- LAI 
Ví dụ:{3| =0; [x|=0.14159...; 
4 0) 
J—2711= 029; i8 ni Đà 
Hệ quả. ƒa có  S{x| <1. 


H — TÍNH CHẤT 
1. Cho a tà một số thực chương à dd là một số tự 
rrhiền khác không. Khi ữu các số tự nhiên khác 0 tà bội 
„5 
của d ma không oượt quá œ« bằng lộ } 


Chứng mính. Thật vậy, gọi m là số các số tự nhiên 
khác 0 là bội của đ mà không vượt quá a, thì các số 
tự nhiên đó phải là d. 2d,.... mđd và 

tad Sœ<(m + Dd 


hav là tì < T<m+I 
Theo định nghĩa của hàm số phần nguyên hệ thức - 
sau củng này chứng tổ rằng mm = s. 
Ta có thê điễn đạt tính chất I bởi hệ thức 
SS 1= Hi: 
0<k<a 4] 
k;:rd 
2. Cho a là một số thực tàu Ú oà d là một số tC nhiên 
khác không. ÍChi ấu ta có đẳng thức 


[#)-(sl 


bài 


Chứng minh. Đặt m —= l] ta phải chứng minh 
[1 = rn., Thật vậy ta có 


m<< <m#+l 
nên rmnd < <<. (m + l)d 
Từ đó hiền nhiên ta có 
mởđ < [œ] <€(m + l)d 
và sau khi chia tất cả cho d > 0 ta được 


nn <——— = ` <m. + I. 
Hệ thức sau cùng này chứng tỗ [#] = m. 


3. Cho n là mội số tự nhiên lớn hơn †. Khi ấu số mũ 


œp của số nguyên !ð p cho trước trong dạng phản tích 
tiêu chuần của n! bằng 


~={z]*[Zl*l#l+- 


Chứng mình. Trước hết ta chú ý rằng tông trên đây 
đề xác định ø; không phải gồm vô hạn số hạng. THẬt 
vậy vì p >> 2 nên ắt có số tự nhiên k khác 0 sao cho 


P` <Xn< p*+!, do đó Ñ = 0 với mọi ¡>>k và tổng 
p 


trên chỉ gồm có k số hạng 
Bây giờ ta chứng mính định lý. Ta thấy rằng trong 


tích n† = 1.2... n có và chỉ có l2 Ì thửa số là bội của 
b (theo tính chất 1), đó là các tủa số 


Ð,SP-.+a IaÌP 
5p 


Lũy thửa của p trong n! chỉ do từ các số này mà ra. 
Ta hãy nhân các số này với nhau và tìm lũy thửa của 
p trong tịch số đó. Ta được tích số đó là 


Lý] 
n n 
l P 
Lúc này vấn đề lại là tìm số mũ của p trong phân tích 


tiêu chuần của |= |: Bài toán đặt ra đúng như bài toán 


P 

đang giải, nhưng h l n. Lặp lại lý luận ở trên với 
p 

chủ ý rằng: 


|Í p | > lz] (theo tính chất 2) 
Là 


ta được tích các bội của p írong lích Ni là 
P 

Lm] 

n zi][ƒn 

p-2p..|[SÌ:p =p P [=]': 

p p° 


Lặp lại lý luận trên với [z]' và tiếp tục như thế cho 
p 


tới khi nào ta được La] < bp. Cuối cùng ta được 
p 


„-:l8I-lEl-- 
p p p 
Viết gọn lại là 


ca 


i=I 
trong đó k là số tự nhiên sao cho p* < n< p**“ 


%3 


Ví dụ : Tìm số mũ eœp sủa số nguyên LỐ p trong phân 
tích tiêu chuần của 1000 ! với p = 2. p = 5. 

Với p = 2 ta có 29 = 512. 2190 — 1024 nên k = 9 và 
>= |- Bi 


®¿ —= 


= 500 + 250+ 125 + 62-31 + l5 + 
¡=1 +7+ 3+1 =991 
với p = 5 ta có 5°“ = 625,5° = 3125 nên k = 4 và 


_®% “| = 200 + 40+ 8+ I = 249. 
I=1 

Từ đó ta có thể suy ra 29% | 1000! nhưng 2% không 
chia hết 1000! cũng như vậy 5229| Sát, nhưng 525 
không chia hết 1000! Hơn nữa vì 10 = 2.5 và (2.5) = 1 
nên có thể nói rằng số 10001 trong hệ ghí số thập phân 
tàn cùng bên phải có 249 chữ số 0. 


II — ĐIỀM NGUYÊN. Trong mặt phẳng tọa độ tà gọi 
điềm có tọa độ là những số nguyên là điềm nguyên. 
'Fa có kết quả hiền nhiên sau đây nói lên quán hệ giữa 
vác điềm nguyên trong mật phẳng tọa độ với hàm số 
phần nguy Êu, 

“Giả sử hàm số f(x) liên tục và không âm trên đoạn 
(a; bị}. Số các điềm nguyên trong miền xác định bởi. 
a <€x&b, Ủ<yKf(š), 


(nghĩa là không kề 
các điểm nguyên 
nằm trên trục 
hoành) bằng : 


2; d0). 
a<SkXSb 
trong đó k lấy các 
giá trị nguyên 
thuộc đoạn [a, b}. 


5k 


§2. SỐ CÁC ƯỚC CỦA MỘT SỐ TỰ NHIÊN 


I= ĐỊNH NGHĨA. Cho số tự nhiên n khác khêng. a 
gọi r(n) là số các ước tự nhiên của n. 
Đề cho gọn ta viết 


1n) = ›3ï q} 


dđín 


1l — CÁCH TINH 


1. Với n = †ƒ ta CÓ t(Ÿ) = 1 
2. Với n = p*°. trong đó p là mỘt số nguyên LÖ và œ 
là một số tự nhiên khác 0, ta có 
t(P*) =ưœ+t†. 
Thật vậy các tước của p* là và chỉ là các số 1, p, 
p.... p®: 


ä. Trong trường hợp tông quát n= bị Đ. e ñq là 
dạng phân tịch tiêu chuần của số tự nhiên n— 1, ta có 
công thức 

t(n) = (&i + ƒ) (đy + Í)... (4v TP 0). €1) 


Chứng tính, Đề chừng mình công thức (1), trước 
tiên ta có nhận xét : 

Với. hai số tự nhiên khác không a và b nguyên tố 
cùng nhau thì ta có r(ab) = tít) r(h). 


Thật vậy. giả sử xị, Xa... là những ước của a 
ˆ ð 3 > 


Ề Ẩ ray 


Và Vị, Vạ..... là những ước của b. theo chú ÿ l.c} 


“z(b) 
IV,§ 1 bai thứ hai, các ước của tích ab là và chỉ là các số 
đị = Xxiyi (Œ = E2... (4): = 12....t(b) 

Có tất cÃ r(a). z(b) số đị; như vậy, nên ta‹có 
t(ab) = r(a) r(b). 


Bảy giờ tá chứng mình công thức (Ì) bằng phép qui 
nạp loán học theo k. 


Với k = l công thức đứng vì ta đã có c(b”) = 4 +, 


Giả sử công thức (1) đã đúng với mọi số tự thiên có 
k—1 ước nguyên tổ. ta phải chứng mình công thức (1) 
cũng đúng với các số tự nhiên có k ước nguyễn tố. Giả 


kẻ) 


+ Œ; 
sửn=pq P2 


“XU là dạng phân tích tiêu chuần của 
n. nghĩa là pị. p¿..... Ð, là các số nguyên tỏ khác nhau. 
Vì vậy: 


(ĐI - Dạ ¿.. Dk-b Ðx) m 1, theo nhận xét ở trên ta có 


#tụ~i 


(n)= rạp” Độ “. DỊ Tan 


) r9) 
và theo giả thiết qui nạp ta được 

tín) = (@i + l) (4z +1)... (%k_¡ + l) (ai + 1) 
Đến đây công thức (2) được chứng mìiỉnh. 


Ví dự: n = 360 = 23325 la có t(360) = 4.3.2. = 24 


II — CHÚ Ý. 

1) Theo định nghĩa, z(n) biều thị số các ước dương 
của n. nó còn biều thị số các nghiệm nguyên dương 
của phương trình x;x;ạ = n, trong đó các nghiệm sai 
khác về thứ tự giá trị các Ấn cũng dược coi là khác 
nhau. 

Với ý nghĩa đó ta cũng có thề mở rộng khái niệtm 
hàm số r(m) thành hàm số ru(m) (ÿ>2ƒ biều thị số các 
nghiệm nguyên dương của phương trình xạ. x;... x, = m, 
trong đó cũng như trên, các nghiệm sai khác về thứ 
tự giá trị của các ần được coi là khác nhau. Như vậy: 
x(m) = +;(m) là một trường hợp đặc biệt của hàm 
số zy(m). 
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2. Như nhận xét ở trên. nếu có hai số tự nhiên a và 
b mà (a, bộ = T thì zŒ(. bộ = r(a). £(b), bởi lý do Ấy 
ta nói hàm số r(n) có tỉnh chất nhân. Đề đi đến định 
nghĩa hàm số có tính chất nhân ta hãy định nghĩa khái 
niệm hà¡n số số học. 

Ta gọi là hàm số số học. một hàm số mà miền 
xác định của nó là một bộ phận của tập hợp số tự 
nhiên. 


Một hàm số số học.Ô (n) gọi iÀ có títh chất nhân nếu 


như nó thỏa mãn các điều kiện sau đây : 


1. 8(n) xác định với mọi giá trị tự nhiên khác không 
của n và là khác không với ít nhất một giả trị nào đó 
của n. 

2. Với hai số tự nhiên nị, nạ tủy ÿ nguyên tố cùng 
nhau thì 69(n¡n;) = 6(n¡) Ôn). 

Trong trường hợp điều kiện 2) được thốa mãn với 
mọi cặp số tự nhiên nạ, nạ (nguyên (tố cùng nhau hav 
không nguyên tố cùng nhau) thì ta nói hàm số 0 (n) có 
tính chất nhân hoàn toàn. 

Hai hàm số chúng La sẽ nghiên cứu ở dưới đây cũng 
là những hàin số có tính chất nhân. 


§ 2. TỒNG CÁC ƯỚC CỦA MỘT SỐ TỰ NHIÊN 


l — ĐỊNH NGHĨA. Cho số tự nhiên n khác không. Ta 
gọi eø(n) là tổng các ước tự nhiên của n 
Đề cho gọn ta viết : 


ơ(n) = 3) đ. 
d/n 


57 


H — CÁCH TÍNH 


1. Vớin —ƒ ta có e(1) —=Ì 


2. Với n = p*, trong đó p là một số nguyên tố và là một 
8Ố tự nhiên khác 0, ta có 


.- 1_— † 
ø(p*)=l+ p+p*+ .. +”= “T 


3. Giả sử n— Đị: ` là dạng phân tích tiêu chuần 


của số tự nhiên n » 1, la có công thức 


bị là : ao p¿nn 
Sh e —1” pạ-Ï ĐÐx— Í 


Chứng nình. Trườc hết ta nhận thấy rằng với hai số 
tự nhiên khác không a và b nguyên tố cùng nhau thì 
ø(ab) = ø(a)z(b). 


Thật vậy, giả sử xì, xa, ... Xr(ay là những ước tự nhiên 
của a và y¡, Yên sỉ Yrằ y là những ước tự nhiên của 
b, ta có ước của tích ab "là và chỉ là các số: 


đị; = xí. Vị (Ì = 1, 2... ta) j—1, 2,... t(b) nên ta được 


£(a)  TÍb} 
œ(ab) = }È"đd= 3} xiy¡ = 3}xi }3y¡ =ơ(a)ø(h) 
díab ¡ =1,2,....ta) i=I Jj=1 


j=1:53,... da» 


Bây giờ la chứng mình công thức (2) bằng phép qui 
tiậạp toán học theo k. 
..1 
Với n = p*“ ta có ơ (p")= ——— nên công thức 
b — 
{2) đúng với k = 1. 


.§8 


GIÁ sử công thức (2) đã đúng với mọi số tự nhiên có 
k—1(k—1>Ï1) ước nguyên lố, ta phải chứng mình công 
thức (2) cũng đúng với các số tự nhiên có k ước nguyên 


tố. GIẢ sử n= P Pa” xà. Nh là đạng phân tích tiêu chuần 


của "w, nghìa là Dị, pạ,.... Du là các số nguyên tố khác 
nhau nên œ b” ... NET Dv) = ID theo nhận xét Ở 
trên ta có : 

ơ(n) = ơ ÔNG Đụ, " ĐT ơ(P 


Và theo giả thiết qui nạp ta được 


Soài #k.¡tỈ %LẶtl 
ơ(n) = Pp -I' Py mm — 1 
nh Đa—l De—i — | Dk — Í 


Đến đây công thức (2) được chứng mìinh. 
Ví dụ: n = 360 = 2. 3?.5 la có 


sẻ ——_ 3__ 2_._ 
ơ(360 = ˆ - ¬.Ắ.. 


HI — SỐ HOÀN CHỈNH ` 
1. Định nghĩa. Số tự nhiên n khác 0 được gọi là số 
hoàn chỉnh nếu ơ(n) = 3n. 
Ví dụ: n :z 6l1à một số hoàn chỉnh bởi vi 
ơ(Ö) = Ï + 2+ 3+ 6=3.6. 


Nếu trong các ước tự nhiên của n ta không kề đến 
chỉnh nó thì số hoàn chỉnh bằng tông các ước của nó. 


2. Định ly. Điền kiện cần bà đủ đề cho số chẵn n là 
tHột số hoàn chỉnh là nó có dạng 
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n= 9*-'(2* — 1), 
trong đó k >2 oà p = 2*— † là mội số nguuện tố. 
Chứng mình. a) Diều kiện đủ. Giả sử n = 2*—! (2*—1) 
trong đó k>2 và p= 2*—1 là mội số nguyên tố. Khi 
ấy (p, 2) = 1 nên 2*—!, pb là dạng phân tích tiêu chuần 
của n, do đó 
ơ(n) = ơ (2*—}) ø(pb) = (2*— 1) (1+p) 
hay 


2*(2*t—1) 


ơ(n)=2.2*-!(2* ~ I) 
nghĩa là n là số hoàn chỉnh. 

b) Øi8u kiện cần. Giả sử n là niột số hoàn chỉnh chẵn, 
gọi lũy thừa của 2 trong đạng phân tích tiêu chuần của 
n là 2*~!, dĩ nhiên k}>2 và ta có n=2*''b, trong đó 

là một số lễ. Khi ấy (2*—!, b) = 1 nên 

ơ(n) = ơ(2*—~!) ơ (b) = (2*— I) ơ(b), 
theo giả thiết n là số hoàn chỉnh vậy ta có 
ơ(n)= 2n = 2*b 


lI 


2m 


do đó ta được 
(2*— 1) ơ(b) = 2*.b 
Đẳng thức này cho ta 2'—1 1 2b, những vì (21-1, 21)—= 1 
nên ta suy ra 2'—11b, nghĩa là ắ!t có số tự nhiên c 
(đi nhiên c<<b› sao clio 
b=(2*—1; e. 

Thay giá trị này vào đẳng thức vừa có ở trên ta được 

(*#—1) ơ (b) = 2* (2*—1) e 
cho nên 

g(b) — 2*c —= (2*—l)c+c 
hay là 

ơ(b)=b+c : 

Ta sẽ chứng tổ b phải là nguyên tố và do dó c= I. 
Thật vậy, nếu không như thế thì do b>1!1 nên b phải 
có it nhất ba ước tự nhiên, nghĩa là ngoài các ước là 
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b, c, nó cỏn có ít nhất một trớc khác nữa, do đó lại sẽ 
có ơ(b) >b+c, vô lí. Vậy b là số nguyên tỐ. suy ra 
€ = 1.chö nên ta được 

n = 2*-! (2*—1) 
trong đó k}>2 và 2'—1 là một số nguyên tổ. Dịnh ly 
được chứng minh. 

3. Như ta đã biết nếu b== 2*—1 là số nguyên tố thi 
k cũng là số nguyên tố và b chính là số nguyên tố Méc- 
xen. Vậy mỗi số nguyên tố Mécxen cho ta một số hoàn 
chỉnh chẵn và các sẽ hoàn chỉnh chẵn là: 

2P-—! (2P — 1) 
với p và 2P— 1 đều là nguyên tố. 

Bài toán về số hoàn chỉnh chẵn liên quan mật thiết 
với bài toân về số nguyên tố Mecxen. Người ta chưa 
biết được tập hợp số nguyên tố Mecxen là hữu hạn hay 
vô hạn cho nên cũng chưa biết tập hợp các (số hoàn 
chỉnh chân là hữu hạn hay vô hạn. Cho đến năm 1971 
người ta tìm được 2Í số nguyên tố Mecxen và như vậy 
có tương ứng 24 số hoàn chỉnh chẳn, số hoàn chỉnh 
chẵn lớn nhất thứ 24 do nhà toán học Takiman tìm 
được hồi tháng 6 năm 1971, đó là 219935 (219%? __1) gồm 
12003 chữ số trong hệ ghì số thập phân. Số này được 
tỉnh ra sau 40 phút trên một loại máy tính điện tử liên 
hợp hiện đại. Năm 1979 D.SLovinski phát hiện số hoàn 
chỉnh thứ 27 là 219% (21%? — 1) và tiếp đó, năm 1983 
ông lại phát hiện số hoàn chỉnh 28% (25813 — [) tuy 
nhiên chưa biết đó có phải là số hoàn chỉnh thứ 28 hay 
không vi chưa biết số nguyên tố Mecxen Max; có 
phải là số nguyên tố Meexen thứ 28 hay không. 

Cho đến nay người ta chưa biết một số hoàn chỉnh 
lễ nào và bài toán có hay không các số hoàn chỉnh lẻ 
là một bài toán chưa được giải quyết. Cũng có giả 
thuyết cho rằng không có số hoàn chỉnh lẻ. 
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§4. HÀM SỐ ŒLE @(n) 


1~ ĐỊNH NGHĨA. Cho số tự nhiên n khác không. Ta gọi 
@(n) là số các số tự nhiên nhỏ hơn n và nguyên tố 
với n. 
Ví dụ: œC) = 1, g2) = 1, @C3) = 2, @(l1) = 1Ó, 
q(12)'= 4,~ 
Đề cho gọn ta viết: 
g(n) = bã 1 

0 <k XS n~—lI 

(k, n)= 1 
Ta chú ý rằng với mỗi số tự nhiên n ta có (n. n) = 
= (n, 0) = n nên số các số tự nhiên khác không, không 
vượt quá n và nguyên (Ố với n cũng bằng gí(n), nghĩa 


qm) =_ I 
I<kX&hn 
{đ&, n)=1 


là ta còn có 


11 — CÁCH TÍNH 


1. Với n = ƒ ta có (1) = 1. 
2. Với n = p“trong đó p là một “số nguyên tố và z 


là miột số tự nhiên khác không, ta có 
PT 1 
g3“) =p“—p°"'=p*"! p~Ð=p* (' = n: 
Thật vậy, bởi vì p là nguyên tố nên hoặc (k, p)= I hoặc 


k: p, do đó ta có 
(P*) = > 1 = p* _ >> 1 =p*-[*=] =p°— p°'}. 
ISk<p*“ 1<Sk<p" Đ 
(k, p)=1 kỉ p 
3. Giả sử n = HUẾ La là đạng phân tích tiêu 


62: 


chuần của số tự nhiên n > 1. ta có công thức 


g(n) =n ¡—<)( — kế -Á _ —} (3 
Pì Đa Dx 


Chứng nành. Đề chứng mình công thức (3). trước hết 
ta chứng minh một vài mệnh đề phụ sau đây: 

A) Giả sử a ouà b là hai số tự nhiên khác 9, nguụyên 
tỗ càng nhau, khi ấu uới mỗi số tự nhiên ụ cho trước. 
thì trong Ð số qv + 0(® = ÔÚ, †,..., b — I) có qœ(b) số 
nguuền (ÕỐ oới b. 

Thật vậy. giả sử r, là số dư trong phép chia ax + V 
cho b. như vậy thì ax + y nguyên tố với b khi và chỉ 
khi r, nguyên tố với b. 

Bây giờ ta chia b số ax+y cho b, ta được b số dư 
Tọy Fị ... Pp ị thỏa mãn 0 <€r; <b(xe= 0 1..... b—1). 
b số đư này đôi một khác nhau bởi vì nếu không thế 
thì ất có rị = rụ ¡=j.0 <ÃÌ, j < bta suy ra từ đó rằng 
ai + n — (j +r)=a(i—-j chia hết cho b với 
0 <ti — jj < b và (a, b) = 1, điều này không thề có 
được. 

Như vậy ta có đẳng thức tập hợp 

|[Fo- tú ... rén¡ | = ÍO, 1... b— HỊ. 
Dựa vào chú ý ở trên thì ía có kết quả là số các số - 
trong lập hợp {Ax + y Ix= 0, 1.....b ~ LÌ mà nguyên 
tố với b bằng số các số trong tập hợp {0.-1,.... b— 1Ì 
mà nguyên tố với b, số đó chỉnh bằng ẹ(b).. 

b) Với hai số tự nhiên khác không a 0à b nguyên tô 
càng nhau, ta có @(ab) = œ(a) œ(b). 

Thật vậy, nếu trong bai số a và b có một số bằng I 
thì hiền nhiên @(ab) = øœ(a) œ(b) vì @(1) = 1. 

Bây giờ giả sử a > l, b”> l1ia lập bảng gòm ab số 
tự nhiên từ 0 đến ab — 1 như sau l 
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 — a — Ì 
a+ l1... .  . ., 8 +(aT-]) 
2a 2+1. ......... 23a +(Œt—l) 


°- 
I 


‹ (b— l)a (bò — la-+LTl. ..(bồ—Ì)a-+(aT— l) | 
# 

Dễ đăng thấy rằng một số trong bảng là nguyên: tố 
với tích ab khi và chỉ khi số đó nguyên tố với cả a và 
b. Do đó đề tìm các số nguyên tổ với tích ab trước hết 
ta lìm các số nguyên tố với a rồi trong các số đó ta 
xem: những số nào nguyên tố với b. > 

Các số ở trong bằng M có dạng ax + y, trong đó 
x=Ũ, l,..,b— Íl; y=0,1,..., a — 1. 

Rồ ràng là (ax + y, A) = (y, a) cho nên các số trong 
bằng nguyên ¡õ với a khi và chỉ kbi nó ở cột thứ y nào 
đó mà (y, a) — 1, như vậy có g(a) cột như thế. Trong 
mỗi cội y 1a có b số đạng ax + Y, x= 0, lý“. b— 1, 
4heo mệnh đề a) thì trong b số đó có tất cả œ(b) số 
nguyên (tố với b. Vậy trong bằng M có tất cả qg(a) ạ(b) 
số nguyên tố với tích ab. Nhưng ta đã biết, theo định 
nghĩa, số các số trong bằng M nguyên tố với tích ab là 
q(ab), đo đó ta có 

q(ab) = qœ(a) œ(b}. 

c) Bây giờ ta chứng minh công thức (3) bằng phép 

qui nạp toán học theo k. 


Với n = p* ta có @(p") = p* ( t—) nên công thức 
ÐĐ 
{3) đáng với k = I. 
Giả sử công thức (3) đã đúng với mọi số tự nhiên có 


k—1 ước nguyên tố (k — 1 >1), ta phải chứng mình 
công thức (3) cũng đúng với các số tự nhiên có k trỏe 


nguyên Lố. Giả sử n= pj" ¬. là dạnd# phản tích 
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tiêu chuần của n, vì pị, pạ.... px là những số nguyên 
tố khác nhau nên 
Øc~1 


« _ 

(ĐỆ ĐẠ” ‹>: Dạ Sứ D.) =1, 

Theo nhận xét ở trên thì : 
đụ _— đụ 
@(_) = 401 P2 ?‹«Ðg S1) 90g") 


và theo giả thiết qui nạp ta được 


so L 1\ 
4m )=p s" KT, NeEm Ê 1 ——) (' — 
1 1 
SP SG Tô ha 


4œ) = nỆI ~ - (' _ 5] 1 ) 


lển đây công thức (3) được chứng mình hoàn toàn, 
Ví dụ: n = 360 = 23,3?.5 ta có 


q(4€0) = 2c0 (1 _ 3) ( ->) ( sẽ ?) = 


= 360, 2... —g6, 
5: 


phủ 
2. ` 3 


hay là 


BÀI TẬP Mộ 


a1. ¿) Chứng minh rằng với x là số thực không nguyên tạ có 
. [—.x]1#= —=Íx]~— 1., 
bì Chứng mỉnh ` rằng với x và y. là những số "thực không 
ÐHUXÊH mà' x tự = - a là một số nguyên thì la có 
fx]+ Ty] =ma—l. 
3.8. a) © trừng minh rằng với m là một số nguyên và % là 
mội số thực tủy ý ta có 
[x + m] =fÍx]+m. 
b) Chứng mình răng với n là một số tự nhiên tt có. 


"n n +1 : 
[GiIc ki mài 
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3.3. Chứng minh rằng: 
a) Với mọi số thực x và v ta cớ 
Íxị+lyl<ftIx+yl<StIxl+(tyl+t. 


Dặc biệt 
2[xl <X[2x!& 2lx]+t. 
b) Với mọi số thực xị, Xg.... Xa ta CÓ 
[xil + ExzÏ +... + [xa Ì S [xi + xạ +... ÐĐxạ†} 
Đặc biệt: nÍ x] S [nx)- 
e) Với mọi số thực x và y ta có 
[2x] +[2y 1 >fx)+lIy]~+Íx + y1. 
3.4. Chứng minh rằng 


a) Với 0 S #<C!1 ta có [l&]+ | tờ] =i^œ}. 
b) Với x là một số thực tủy ý ta có 
.fxl+ [x+z|=t! 


e) Với x là một số thực tủy ý và n là một số nguyên dương 
ta có 


txi+[x+-cÌ+~+[* + manh. 
n bì 


3.5. Chứng minh rằng 
a) Nếu m >2 và n >2, (m, n) = i1 thì ta có 


Tị* 2m. T]+- Sỹ (n—1)m =| (m—1)(n— 1) | 
Ẵ. p 2” tine 
b) Với p, q là những số tự nhiên lễ và (p, q) = 1 ta có 
|#|+ Tin +l 
p Đ p. q 
+ J>~+* + Ì~, 


trong đồ p` = +=—— 
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3.6. Cho p là một số nguyên £Ố và %là một số nguyên đương. 
Chứng mìỉnh rằng tích. 


(®+1)(2 + 2)...€n3 — px 
chịa hết cho p" và không chia hết cho p°`”' 
3.7. ca) Chứng minh rằng [Œ+ M6 là một số lễ (với n là 
một số tự nhiên chọ trước). 
b) Tìm số mũ của 2 trong dạng phân tích tiêu chuẩn của 
[G+V 3 )*"] (với n là một số tự nhiên khảe 0). 
3.8. Chứng minh rằng: 
aA) Với mỗi số nguyên dương n cho trước ta có, 
_ n)!6 
n!(n+2)! 


là một sỐ nguyên ; 
b} Với m và n là nhữug SỐ. ñeùyển không âm cho trước 
ta CÓ 
(3m) ! (2n) ! 
mfn!€m-+n)! 

là một số nguyên. 
Ta qui ước 01 = T1). 

: C€Thi vô địch toán quổec tế — 1972) 


3.9. Cho a, m là những số nguyên đương Và (a, m) = 
Chứng mịnh rằng 


bã (ý ax+b ~ m_-1 


/¿ m 2 


3.10, Tìm tông 


&k 
ntÍ n+23 n+r2 
(*?*]+*[*#]+-+[‡##]+- 


trong đó n là một số tự nhiên cho trước. 
(Thi vò địch toán quốc tế — 1968) 
3.11. Tìm tất cả các số tự nhiên n 
a) biết dạng phân tích tiêu chuần p°® q? và + (n) =6, ơ(n)=28, 
b) biết đạng phần tích tiêu chuần n = 3° 3# BỘ ơ(n)=403, 
c) biết dạng phâo tịch tiều chuần n=äp^ và g(n)=124; 
¿ ng phân tịch tiêu chuần n=3” ñP 7Y và q@(n)= 3600 ; 
e) biết đạng phân tích tiêu chuần p=2” 3P p và @(n)= 180. 
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3.12. a) Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ đề £(n) là một _ 
số lễ là n phải có đang n =.? - 
b) Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ đề Ø(n) là một số 
lễ là n nbải có đạng n = a? hoặc n=2bŸ, 
e) Chứng minh rằng với n >2 ta có Œ(n) là một số chẵn. 
Hãy tìm tất cẢ các số nguyên dương n sao cho ÿ(n) 
- không là bội của 4. 
3.13. Tìm công thức tính cho 
Ø¿(n) = >2 d* 
d/n 
theo XS = 
1 = ... 
lu àN. l. tu. 


3.11... Chứng minh eác đẳng thức 
a) [la=n1/2£0@), b 2 'a=n, 5 
dịn dỈn đa d 
3.15. Chứng minh rằng 


1 
a) ..à zŒ&) = >, | xb 
k= k= 
n m 
b ,ơŒ()= DĐ} k | " 
k= ‹=1 


3.16 a) Tìm các số hoàn chỉnh nếu biết dạng phân tích tiêu! 
chuẩn của nó là một trong các dạng sau 
n=pq; n=p `q 
b) Chứng minh rằng không tồn tại số hoàn chỉnh mà phân: 
tích tiêu chuẩn của nó là một trong các đạng sau 


"”=p"ị n=pŸ „.{‹ 
3.17. SỐ tự nhiên n > ¡ được BỌi_ là số thiếu nếu .đ() <<›n. 
được gọi là số thừa nếu Ø(n) >> 2n. “Chứng mình rằng 


. _ ®) lũy thừa của một số nguyên tố là một số thiếu ; 

+ b có vô số số tự nhiên n thỏa mãn Ơn) = 2n — 1; 
: e) số lẻ "ehÏ có hai ước nguy ên tổ khác nEau là số thiếu. 
3.18 Chứng minh rằng: - 
a) nếu m]n thì @(m) | @n) ; 


3.19 


3.20. 


BÀI 


$1. 


b) @Œn"”) = m"~! @(m), 
Chứng minh rằng 


œ 
S7) @(p9=p®; bì Ð2) @@) = n. 
¡=0 dịn 
Chứng minh rằng với m >2 la có @(mn) >1 Dựa vào 
kết quả đó chứng minh rằng có vô số số nguyên tố. 
Gọi m = [a, b}, d.= (a, b), chững mình rằng 
a) (ab) = d @(m) l 
b) @(a). @Œb) = @(m) (4) 
e) @(ab) @(đ) = d @(a}. @()). 
Chứng minh rằng Q@(x) = 2° khi và chỉ khi x “= 2*+* hoặc 
x = 3” pID2...pk, trong đó pỊ, D2... pk là những số nguyên 
tố Phécma khác nhau. v2? 


Tìm tất cả các số tự nhiên x sao cho 


a) @Œ&) = 3; b) ợ@&) = 12, 


` 
... 


THỮ TƯ 


LIÊN PHÂẦN SỐ 


ĐỊNH NGHĨA LIÊN PHÂN SỐ 


1 — ĐỊNH NGHĨA. Cho một số hữu - , trong đó a, 


blả 


những số nguyên, b>0. Thực hiện thuật toán Ơclid 


trên hai số a,b, giả sử ta được 


a = bqa +rị, <<r; <b, 
b=rwli +raạ.<ray<rw 
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Tp~-2 TaTtg Qa~i đa 4v Ù < Fa <= Tan, 


Pn_l =Tnaqda (đa > 1). 


: F _ -. ,; 8 . 
Từ đó đề biều điễn số hữu tỉ -- ta cô thề viết 


1 1 
—==dqe+-—-=dq,+- J_- cệt 
b _b., JREEE 
1T, : Tị 
Tạ 
cuối cùng ta được 
b 1 (1) 
=qạ+ K—=——— sẽ 
b q: + : 
q:z+ 
sa <= 


qn 
Biều thức (1) gọi là một lên phân số hữu. hạn cấp n. 
Vậy liên phân số hữu hạn cấp n là một biều thức có dạng 


qe + =—=..... Œ) 


1 . 
+ 
là qa+- 
. 1 
„+ q 
trong đó qu là một số nguyên tùy ý, qu, qzø..qá là 
những số nguyên dương và qu > 1. Số q, gọi là số hạng 
thứ s hau là thương hụt thứ s của liên phân số (1). Đề 
cho gọn, ta ký hiệu liên phân số (1) dưới dạng 
là ¡ đpay d3 s‹«+; qa}- 
Ví đụ : Dựa vào kết quả của thuật toán Ơclit thực hiện 
trên hai số 924 và 360 ở bài thứ nhất ta cố 
SH cay 2 1o -ane DOR HH g 
1-+————— 
l+————— 
° 3+ mm. 
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H. HỆ QUÁ. Mọi số hữu tỷ đều có thề biều diễn được 
dưới dạng một Hên phân số hữu bạn, ngược lại mỗi 
liên phân số hữu hạn đếu biểu thị một số hữu tỷ hay 
nói cách khác. đều có giá trị là một số hữu tỷ. Ta có 
thê tính được giá trị này bằng cách thực hiện các phép 
tính hữu tỷ svề phân số trong biều thức liên phân số 
bắt đầu từ đưới trở lèn. 


II — TÍNH DUY NHẤT CỦA SÁCH BIỀU DIỄN MỘT SỐ 
HỮU TỶ THÀNH LIÊN PHÂN SỐ. 


1. Nhận xéi. a) Cho liên phân số [đs; qp dạ đa] 
Khi ấy biều thức 


qx +. —————— (0<k<&") 
* Qiại +. 1 
. +c— 
. đa 
sũng là một liên phân số hữu bạn, bởi vì qrx+w.... qạ là 
những số nguyên đương và q„ > 1. 

b) Phần nguyên của số hữu tỉ biều diễn bởi liên phân 
SỐ [đ¿; {du da»... đa] bằng thương hụt đầu tiên qạ 
của nó. 

"Thật vậy, nếu n = 0 thì kết quả là hiền nhiên, bởi vì 
lúc này q„ là một số nguyên, liên phân số chỉ có một 
số hạng [q.,}= qa- 

Nếu n œ 1 thì 


1 
(đại: đi] = q + —, gi >1 
qi 
cho nên phần nguyên của số hữu tỉ biều diễn bởi 


* n 1 
{qs; đi] bằng qạ„ Vì 0< -<k 
l 
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Nếu n > l1 thì 


1 
Í đe: di đái. đa] = la + ñ 
qì›t 
qa + 
_-— 
tía 
ở đó 0<——————— <1vì q¡i> 1, bởi 
q®i + ————— 
q: + : 
Ai 


qa 
vậy phần nguyên của số hữu tỉ biềm diễn bởi [q„; Qìị, 
đa. -› q„ ]} bằng qu 


3. Mỗi số hữu ¡Ì ¬ uới b > 0 chỉ có một cách du 
nhất biều diễn thành liên phân số. 
Chứng mình. Giả sử _ có hai cách biều diễn thành 
liên phân số 
[q.: qị... đu] và[đ): q; ,«. qg, 
trong đó qu> 1, qm >1. 


Ta sẽ chứng minh m"é' = n và q; = dụ, i=0, 1,.. 


Thật vậy, theo nhận xét ở trên fa có; 


a xonc: S xe . 
|x]=%=% 


„ ñ 
cho nên từ In =[ đe? Qqi,‹--; đa }= [q ; q uy gà] la 
còn có 


[4¡: đa, đa ] = [đ{ ï đ; -.+ q22]. 


Lại theo nhận xét ở trên ta có 
q:i=d;¡ 
và 
[qa: đa... qa ] = [đ2: đạ 5 gi] 
Cứ tiếp tục làm như vậy ta được 
đe = q° › đị= đị : dạ = Q s-- 
Nếu n 3© m' thì ta sẽ có 


1 Z2 *EM 


0=——————— ⁄Z N 
Qua Đo. : : ` 
BỘ 0n chu 
{đạn 
1 
hoặc =0 
đa+i + h 
Vi, TU 
MU 


là điều không thề được. 
Bởi vậy n = m' và cuối cùng ta được 
đe = đọ, đị = đị › đẹ = q2 cà da = đị: 
Định lý được chứng minh, 


§2. GIẢN PHẦN 


1- ĐỊNH NGHĨA. Cho liên phân số 


T N Ni vn _ 


q¡i +——————— - 
qạ + - 
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Ta gọi giản phân cấp s (hay giản phản thứ s) với 


O-<s«&_n của liên phân số (l) là phân số ó6, = 


xác định như sau: 


le P¡ =qqqạ + l, 
Q,= 1; Q;: =dq¡; 
q:Ps + P,-¿. 


l H 


Œ, 
lo, q:Q¿—¡ + Q._¿: s= 2. 3,.... n. 


P 
` được 
Q ợ 


(2) 


Chủ ý. Qua định nghĩa của giản phân ta thấy Lử số 
P„ phụ thuộc vào qạ nên P, có thề là số nguyên âm 
hoặc dương. Còn Q. luôn luôn là số nguyên dương vì 
Q, không phụ thuộc vào qạ„ mà chỉ phụ thuộc vào các 
§ö nguyên đương qk, q;,... q, với các phép tỉnh cộng 
và nhân. Hơn nữa cũng vì vậy ta có (đầy Q., Ô,..... Q, 


dà dãy cÁc số nguyên dương tăng dần. 


Ií — HỆ QUẢ. Số hữu tỦ biều thị bởi phản số 6, bàng 


số hữu !Ù biều thị bởi biều thức 


1 
S2 TH tế 
Đệ c8 
q: 
cụ thề là ta có đẳng thức 
t 
ö, — —— 
ko Hà qi + 1 
—i 
q9: 
(hứng mình. Thật vậy, ta có 
P đa 
6= —ˆ= —.=d.,: 
Đ  € 
TC ni Ni â , 
Q¡ qi Œœ 


8= Đy _ qạP¡ + Pa _ qz(đgi9ạ+ +dạ 


Q qaQi+Q, 4z + Í 
1 
= do + — 9s = qẹ + ————— 
q›qŒi + 1 1 
qi+ qœ 
nghĩa là mệnh đề đã đúng với s— 0, 1, 2. 
Giả sử mệnh đề đã đúng với s = 0, 1, 2,„.., k(k<<n), 


ta phải chứng minh mệnh đề cũng đúng với s =k + I. 
Theo giả thiết qui nạp ta đã có 
Ðx qxP ¡+ Pk—¿ H 


ôy = = ————=--—=({a¬ ————. (@) 
Q. qxQ‹-¡+Qk-¿ : qi+ 
. + Ẹ 
qk 
Ta hãy xét biều thức 
q,+- — " 
°“ qị + 
: 1 3) 
.+ 
qx+ 


Qk+i 
Ta nhận thấy rằng các biều thức (3) và (3') chỉ khác 


nhau ở số hạng cuối cùng, nghĩa là đề tính giá trị 
của biều thức (3) ta có thể thay vào biều thức (3) ở 
1 


chỗ qy bởi qu+ . Trong biều thức (3) các số Pu, 
qk+i h 


Q›:i. PuT—;, Qv_¿ không phụ thuộc vào q vì thế ta có 


1 (+ } ) P._: + Pa 
= đk+l 


(+ TA) Q..: + Qc-a 


Qiại 
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= (qxQe+rE Í) Py_¡ đit P2 = 
__ xdk:r-t1) Qx_c+dx+iQk-—2 
— đx+i(dkPk—it Pe=a)+ PuTcp _— 
xi (xQk Si EQk—a2)Qk~l 
— qdkaitPktPurg — Pèyayp — 6 
=-— ———- = — ~ =Öttt 
qx+i Q+Q(_—¡ Qx¿¡ 
Đến đây định lý được chứng rainh hoàn toàn. 

Chú ý rằng định lý này chứng tỏ rằng giá trị của một* 
liên phân số hữu hạn cấp n bằng giá trị của giản phân 
cuối cùng sa của nó, 

1H — CÁCH THỰC HÀNH TÍNH CÁC GIẢN PHÂN. Trong 
thực hành, đề tỉnh các giản phân ta lập bằng như đưới đây 
rồi tính dần đần các giẫn phân tử giãn phân thứ o trở ổi. 
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Ví dụ: Xét liên phân số 


= [2; 1,1, 3, 4] ta có 
bảng các giản phân sau đây : 


1 | 0 1 2 3 4 
qa 2 1 1 3 4 
Pa 2 3 |: 18 cấp - 
Q:s 1 1 | 2 | 7 | 30 
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1V — TÍNH CHẤT CÁC GIẢN PHAN. Đề cho gọn mà cũng 
không sợ lầm lắn, ta dùng tiếng giản. ĐAnh đề biều thị 
giá trị của nó. 


1. Các giản phân đồu là những #&. số tối giản. 
Chứng minh. Ta đặt 
P...Q, — P.Qu¡ =A, 1<s<n, : 
Theo công thức (2) ta có 
P..Q.= P.9.- HEE Viks ¡(q:Q:_ ;+Ớ,. s)—(q: P._ +P.-;)Q,-i= 
: —(CP._.zQ,-¡ — P.~iQ:-s) 


nên 

As = — Âu 

Nhưng Ai = P.Q; = P)Q. = = dq¡iđa — (qqe + ;ấf St —1 
bởi vậy với mọi s = l, 2...., n ta có 


A,=P,., :Ó, — EQea = CD (4) 
Đẳng thức (4) cho ta điều cần chứng mỉnh. 


Từ tịnh chất này (a suy ra rằng nếu " là phân số 


tối giản với b >> 0 và s là giãn phân cuối cùng của 
ế a ` 
liên phân số biểu điễn nó thì P, = a, Qạ = b. 
2. Trong hai giản phân liên tiếp thì giản phân cấp 
lẻ lớn hơn giãn phân cấp chăn, 
Chứng minh. Đề chứng minh ia hãy xét hiệu 


: Ỗs_t — Ôs. 
"Fa có : l 
6; — ỗy = Đv a _.. P,.Q —P.Qa „„ 
Q._;¡ 9. Q.-ằ¡ Q: 

— — Á, _ CÚ" 
Q._:Q, Q...Q. Ti» 
Bởi vì Q.—. Q; là những số nguyên dương nên sẮ 
¿—1Xxó»e 


là dương. khi s là số chẵn, là âm khi s là số lẻ, do- đó 
từ đẳng thức 


7? 


mm... (5) 


Q._.Q: 
\A suy ra điều cần chứng mình. 

% Tập hợp các giản phân cấp chân lấp thành mội 
dãu số hữu !Ù lăng cùng cới chỉ: số, còn lập hợp các 
giản phân cấp lẻ lập thành một dâu sö hữu LÙ giảm khi 
chỉ số tăng. 

Chứng mính. Với s >» 2 ta có 
(1` (1) _— 
Q._Q,_¡ Q._:Q, 
= — In Q.- Q:_.s }= (SD*2(ESet se Siai, 

Q._.Q;_:Q; Q.-; Q._¡ Q. 


Q.-;Q: 
Nhưng Q¿;_¿. Q. là những số nguyên đương và với s>2 
có q; > Ø cho nên từ đẳng thức (6) ta suy ra điều cần 
chứng minh, 


b, —ô, = ô¿-¿ —ỗ;_¡ tổ ¿—~i —ỗ, = 


tức là 


6, — ðạ = 


(@) 


4. Mỗi giản phân cấp chăn nhỏ hơn mọi giản phân 
cặp lẻ. 

Chứng mình. Ta hãy so sành s„ vàÀ ðzr„¡ với nhâu, 

Nếu r = s thì theo tính chất 2 la có óa; < 6sr¿¡- 

Nếu r << s thì 2r -+ 1 < 2s + 1 nên theo tỉnh chất 53 


CÓ Ès¿v,ị  ê¿r¡¡ Và theo tỉnh chất 2 có õga < 6¿;.: 
đo đó LÊ] < Ốgrrle 


Nếu r > s thì 2c > 2s nên theo tính chất 8 có 3;; > ás, 
và theo tính chất 2 có 6z < ô6sr¿:ú đo đó ðz¿  ðạry 
Như vậy trong mọi trường hợp đều có ôg;< 6z¿+¡ nên 
ta suy ra điều cản chứng mính. 
Chủ ú. 1) Ta gọi gìá trị của hiến phân số (Ú) là giá trị 
của giản ¡ hàn cuối cùng của nó. Như vậy, giá trị của 
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một liên phân số lớn hơn mọi giản phân cấp chẵn và 
bé hơn mọi giản nhân cấp. lê (dĩ nhiện không kề giản 
phân cuối cùng) của nó. 


2) Từ các hệ thức (5) và (6) ta có 


Lỗa — ê¿ ¡ | S lỗ¿ — Š¿-¿ |, S >> 2, t? 
nghĩa là trên trục số thì á; gần 6; ¡ hơn là á, ¿. Trong 
hệ thức (7) dấu bằng chỉ xây ra trong trường hợp 
s= 2 với qị = q; = 1. Ta có hình ảnh hình học của 
dãy các giản phân trên trục số như sau: 


% đy. 


§3. LIÊN PHÂN SỐ VÔ HẠN 


E— ĐỊNH NGHĨA. Cho œ là một số vô tỈ. Bằng cách tách 
phân nguyên và puệp phân của œ tạ có 

Thi Sui 

Nhưng 0< |z} < 1 nên ta đặt {x}= — và [a] = qe 
' ø 
ta được ' 

«e= 0u LẺ SS ai >1. 
œ 


Z1 x.- 
ø¡ là một số vô tÏ vì nếu a;¿ là hữu tỶ thì a sẽ là số bữuw 


tỷ, bởi vậy lặp lại cách làu như trên đặt {ai} = -l và 
SẮP) 
lz;} = q¡ ta được 
1 
đi =q¡i +— 
%ạ 
và H 
“« — đọ + TT . 
qì + — 


trong đó qị > Í và x; là một số vô lỷ lớn hơn 1. 
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Cứ tiếp tục quá trình ấy, chẳng hạn s lần ta nhận 
được số vô (Ÿ a;_¡ > 1, bằng cách đặt {a, | = -Ì_ và 


Íœa_¡) = đ._:¡ ta được 
1 
ØẲ,_;¡ # Qs~1 + 
T + Ằ 
xà l 
“=q&+z=—————— ø 
=8” + : ) 
1 
+ —_— 
qs—i + —— 
es 


Quá trình làm như trên kéo đài vô hạn (vì œ;, đi, 4s... 
œ_¡, #ạ... đều là các số vô tỷ) và ta được một biềm thức 
dlạng: ¬ 


qs-+ TT (9) 


Biều thức (9) gọi là mội liên phân số pô hạn. 
Vậy liên phân số uôê hạn là một biều thức có dạng 


&0 


ký hiệu là 


fqđe; Qu --› đs: <-Ï, 
trong đó q, là một số nguyên tủy Ý, dị, dạ, s.ý đá» né là 
những số nguyên dương. Số nguyên q; (s = 0, 1, 2....) 
được gọi là số hạựng thứ s hay thương hụt thứ s của 
liên phân số (9). 


II—TGIẢN PHÂẦN 


1. Định nghĩa, Ta gọi là giản phân cấp s (hay giản 
phân thứ s) với s=0, 1, 2,... của liên phân số (9) là phâm 


SỐ ô; = S „ trong đỏ P, và Q; được xác định như sau 
s 


c = de Ị Dị = q:¡qo + 1, (q10) 
Q.=1; Q:=dị:. 
: TH ấp Ý + Đs-a. 
Q: = q:Q.:_¡ + Q.-;, S= -3, 3, .. . 

2. Hệ quá. Giản phân cấp s của một liên phân số vô 
bạn được định nghĩa hoàn toàn như giản phân eấp s 
của một liên phân số hữu hạn (I. §2), bởi vậy ta cũng có 
kết quả như ở II. §2 là 


ô;— de + 


lI 


= no lon 
qị+t - 


6—~SHPT 8i 


Hơn nữa giân phân á, của mội liên phân số vỏ hạn chỉ 
phụ thuộc vào +1 thương hụt đầu tiên q¿. qụ .„ đề 
nên các tính chất của giản phân đã nên ở IV.§2 vẫn 
đúng cả cho Irưởng hợp liên phân số vô hạn. 

8. Giá trị của một liên phân số vô hạn 

Giả sử cho liên phân số vô hạn 

4 [da : dị... qš. s] 

R ca P 2 ` . 

và các giản phân õ, = QỀ =0, 1...) của nó. Ta thấy 


rằng khi s tặng lên vô bạn thì Q; trở nên vò cùng lớn, 
vi thế tử biều thứe 


(—1)` 
Š, ¡c—Ổ, = ———— 
R - + ` Q:._:Q:; 
la có kết quả 
lim (4;_¡—&,) = 
s~>® 


nghĩa là khoảng cách giữa hai giản phân liên tiếp của 
một liên phân số vô bạn giảm đần tới không khi chỉ số 
của các giản phân này tăng vô hạn. Hơn nữa những 
tính chất của giản phân còn chứng tổ rằng đãy các giản 
phân cấp chăn và dãy các giãn phân cấp lẻ của mái 
liên phân số vô bạn đều hội tụ tới cùng một giá trị, vì 
vậy dãy các giản phân hội tụ, nói khảe đi là có lim % 
s—>* œ 
đi nhiên lim ó, là một số vô lỷ và người ta gọi nó là 
S—> ({GO 

già trị của liên phân số đã cho. 

Vậy ta gọi lim 6, ÌÀ giá irị của tiên phản số 0ô hạn 

" s—>c©© 

[đa; đị- đa. --- }. 

Đến đây đề cho gọn, ta phát biều định nghĩa giá trị 
của mội liên phân số như sau: 

Giá trị của một liên phân số hữu hạt là một số thực 
bằng giá trị giãn phân cuối cùng của nó. 


E9 - 


Giả trị của một liên phân số 0ô hạn là một số thực 
bằng giới hạn của các giãn phân của nó. 


E1 — BIỀU DIỄN MỘT SỐ THỰC THÀNH LIÊN PHÂN SỐ 


Cho một số thực a, ta đặt [e]=dq„. Nếu œ không là số 
nguyên thì ắt có số thực a¡ > l sao cho 
1 
œ=dqe+ — 
“; 
và ta lại đại [ai = qị: Nếu &i không nguyên thì ất có số 
thực aa >> 1 sao cho 
l 
ø:=(q{i+ — 
Sz2 
và ta được 


aœ= đe + ——+ ơy>>Í1. 
qi+—` 
qy 
Cứ tiếp tục quả trình tách phần nguyên như vậy chẳng 
hạn s lần (khi mà ta còn chưa gặp một số nguyên) fa 
được đẳng thức 


z0 E0 RMESJERGEG- UONNEuEESE- 


q:—:i + 


cổ) 
trong đó qạ„ là một số nguyên, q¡, q¿.... q:_¡ là những 
số nguyên đương và ø; > l. : 
Nếu œ là mội số hữu tỦ thì quá trình trên dây là hữu 
hạn, nghĩa là ắt có aa sao cho dạ = lda]=ơna. Thật vậy, 
giả sử œ mẽ „8®, b là những số nguyên và b >0. Khi 
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ấy quá trình tách phần nguyên trên đày bắt đầu từ œ 
chẳng qua là quá trình tìm các số thương hụt trong 
thuật toán Ơcliđ thực hiện trên hai số a, b, vì thế quá 
trình này phải kết thúc và ta có 


œ=q,+ 


trong đó qạ là số nguyên, q¡, đas,... qa là những số 
nguyên đương và q„ > I. Vậy số thục z đã được biều 
điễn bởổi một liên phân số hữu hạn. 

Nếu œ là mộit số øỏ fỞ thì ai, +, ..., ø¿ ... đều là Võ từ 
cả, và do đó quá trình tách phần nguyên ở trên là vỏ 
hạn cho nên khi đó ta được một liên phân số vô liạn 
hoàn toàn xác định 


qs HRNEEESGESETSaAAEEE-STaSBnesaanaaranRE, 


D3 EESGET SG: § 
qa-.tT 


qa+... 
Người (a chứng minh được rằng giá trị của liên phân 
số này chính bằng z, vậy ta có 


SG . ÔÔÓÔ 
Ta đã chứng minh rằng mỗi số hữu tỷ œ = r5 có một 
cách biều diễn duy nhất thành liên phân số (2. II § 1). 
Người ta cũng. đã chứng minh được rằng mỗi ' số thực 


.cho trước có duy nhất một cách biều diễn. thănh liên 
phân số 
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Ví dụ. Biều điễn œ = Ÿ 2” thành liên phân số. 
Ta có qe = [ø] = l1 và 


VZ=i+-L,x=-= —=V5+l 
ư% y2 —1 
đo đó có qị = [ai] = 2 và 
— 1 1 
v35 1=2¬+——, = ——=— = dị. 
+ độ? 7 VT-T1 


Từ ai = ơi suy ra q¿ = qị = 3, s = 1, 2.... và ta được: 
V3 =([1;¡ 3 3, 2,..]. 
Một Hiên phản số như vậy gọi là Hiên phân số mỏ hạn 
tuần hoàn với chu kỳ là “ gồm một số và ta viết 
V2 =1; 3. 2. 2...]=[1; @)}. 

Nhưng không phải bao g vớ ta cũng gặp may mắn như 
thế. Lagrăng dã chứng minh được định lý: những số vô 
tỷ bậc hai (nghiệm vô tỷ của đa thức bạc hai với hệ số 
hữu tỷ) và chỉ chủng mới biều diễn được dưới dạng ruột 
liên phân số vỏ hạn tuần hoàn, 

Người fa cũng còn chứng: mình được rằng: liên phân 
số vò hạn của số vô tỷ ¿ A bao giờ cũng có đạng 

VÀ = [đa: (đu, đs, << da đu 242)}- (11) 
Chẳng hạn 
VTTT = {3; G 6], 
V38 = tð; ( 1, 1,2, 10)]. 
Như vậy với những số vô vú không phải là đại số bậc hai 
nói chung ta chỉ biết được một số số hạng đầu tiên của 
liên phân số biều diễn nó. 
Chẳng hạn: : 


V23 =[1: 3,1.5,1,1,..]}: 
m = [3; 7, 15, 1l, 292, 1,...]: 
©œ={2; 12,1,1,4,1,1,6..] 


nghĩa là: dq„ = 2. qụị 


&5 


Dựa vào công thức (10) của định nghĩa giản phân 
(1. HH. §3) ta tính được cúc giẫn phân đầu tiên của miột 
liên phân số theo các thương hụt q„ qụ đạo... của nó. 

Ví dụ: Với V5 = [I;¡ (231 ta có bằng các giản phân 
đầu tiên của nó là 


Với z=[3, 7, 15, 1, 292, 1,...] ta có bằng các giản phân 
đầu (iên của nó là 


Nx | 1 | 3 | 3 4 5 | 
qs 3 7 t5 | 1 333 1 
D?; | 3 22 333 355 103 993 | 101318 
| Q: | 1 7 106 113 33102 332415 |... 
Chú ú. Cho liên phân số 
œ=Íds? du đá đái đkebss]› 
ta sẽ gọi liên phân số 
đ¿ = [dk: Qk+t-..-Ì (12) 


là dư cấp k của liên phân số đã cho. Trong trường hợp 
liên phân số đã cho là hữu hạn cấp n thì đương nhiên 
phải có k<n. Như (hông thường đẳng thức (12) còn 
biều thị rằng giá trị của liên phân số dư [Qx/; Q+i›.~] 
bằng số (thực œ, và ta có av >1 với k= l1, 2,... 


b~U 


Có thê chứng minh được rằng giữa œ vàÀ zụ CÓ sự 
liên hệ 


L 
z= dạ, + - —-=.. 
))UIỆP: RgucrioteDioie box ioassai 
. 1 
hàm n 
đQu~i = 
k 


nghĩa là đề tính ø ta thay q;¿ trong biêều thức tính giận 
phân cấp k là áy bởi dy, cụ thề là ta có đẳng thức 
, 
¬“ .......^ q13) 
œ Qk.: + Qk-a 


§4.ỨNG DỤNG CỦA LIÊN PHÂN SỐ 


Trong tiết này chúng ta nêu lên vài ứng dụng đơn 
giản của liên phân số, Trong các bài sau chúng ta sẽ 
đưa thêm vải ứng dụng khác. 

[. Như ở bài thử nhất ta đã biết, điều kiện cần và 
đủ đề cho hai số nguyên a và b nguyên tố cùng nhau 
là có hai số nguyên x„ và y¿ sao cho axạ + bya = Ï. 
Nhờ công cụ liên phân số ta có thê chỉ ra bai số nguyên 
Xạ V„ đó. Giả sử (a, b)= Í và b>>0. Bằng cách biều 


a : tư A. 
diễn hm thành liên phân số ta được 
} 


¬—. ÔÔ 


b 
"... ..ẽ.. ai X¿: vỏ h § 
và giả sử Đủ : G là hai giản phân cuối cùng của nó. 
van « Ê và 


Khiáấy vì b>>0 và(a, b)= 1 phải có Pa =a, Qa=b, 
và theo công thức (Í/) (TV, § 1) ta có 
Pa—iQa — PaQa—¡ =C—)* 
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hay - ˆ 
a(— In! Qn.ằ¡ + b(— 1)" Đang = Í. (14) 
Đẳng thức (19) chứng tỔ cặp số nguyên xạ, vụ cần 
tìm là 

là =(- pm nỉ. 


Ye= CT1)" Pa. 


1 — BIỀU DIỄN XẤP XỈ SỐ THỰC BẰNG CÁC GIẢN PHÂN 


Cho a là mội số thực và [d¿; qui... qe..] là Hiên phân 
số biều diễn nó với các giản phân là 


P 
ô=—=—°, Ổi = - .= va. 
Ọ; ỘỌ, Q; 
Người ta đã chứng minh được rằng nếu œs©&¿,¡ thì cá 
H - | 
——————<|x—é&.Í<< — . 
Q:(Q;+Q:-.¡) QO va 
Như vậy, nếu dùng giãn phản đề biêều diễn gần đúng 
SỐ thực thì ta biết được cả cận trên và cận dưới của 
sai số, Người ta cũng chứng ¡ninh dược rằng mi giản 


(15) 


phân cấp s, S biểu điễn xấp xỉ số thực œ một cách tốt 
# 

nhất so với các phân số có mẫu số không vượi quá 

Q:, nghĩa là nếu 0< y-<Q, thì 

Đ, \ 

IS 

Qui Ì 


với mọi phân số -—. sa. 
Y 


|*- 


“— | 


Từ đó ta thấy rằng có thề dùng giản phân đề biều 
diễn xấp xỉ số thực với độ chỉnh xác cao, bằng những 
số không lớn lắm. Tất cả những điều trên đây giải 
thích chẳng hạn như tại sao người La đã dùng các phân số 


§8 


22 333 355 


7" 106” 113 
chính là những giản phân của liên phân số biều điễn 
SỐ œ. 

'Fa thấy: 


đồ thay cho số œ. Như ta đầ biết đó 


355 1 
|*- H3 |< 113..39102 = 00000003 


nên nếu dùng giản phân biều diễn số œ ta mắc 


sai số nhỏ hơn một phần triệu. Trong khi đó muốn biều 
diễn số # bằng phân số thập phân với sai số như vậy 


la phải dùng số 3,1415926 hay phân số TH lá Ai 
: 5000000 


nà không 


Trong thực tế người ta dùng phân số 


dùng phân số ". đề biều điễn số œ vì các số 355 


và Ii3 không lớn hơn các số 333 và I06 là mấy, m 
TH lại cho số z với một độ chính xác vượt xa khi 


113 
333 355 
ta thav số 3 bằng ——- ~, vì giản phân tiếp tÌ —— Có 
Ạ xắ ng nh 8 p iếp EaS2-TE) 


mẫu số là 33102 còn giản phân tiếp theo _ cỏ mẫu 
số là 113. 


BÀI TẬP 
4.1. Diều điễn các số hữu tỷ sau đây thành liên phản số 


137 83 
—cz—! —~ .„ ¡ 1, 33; 0,00012. 
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4.2, Tim dạng phân số của các liên phản số sau đây : 
{0; 1, 2, 3, 4, 5]; [1; 10, 100, 1000, 10000 ]; 
Ín; a, 8, 8, al; Ứay b, a, b, a]. 
+.3. Chứng minh rằng 


“ 

Ps+¿ * ni Qs+a ) Qs-—+ ) Š 
a) SẺ sinh | S-. "0." ..-.ˆ.. i— ———]: 
- ( le )( Tng) ( Q: [ Qs+i 


b) Ds‡2Qs-2 — Ps-¿Qs+a2 = C— DP (Qa+aqs+i qs TT qáca Ê q3): 
e) - Đọẹ 1 1 (— D9*! 


Q; Qo QaQn Q.Qa X sa Q:-:Q:s 


„trong đó 


Q § 0, 1, ...) là các giản phân của cùng một liên pbân số 
s 


4.1. Cho liên phân số Ídqe; qị..› qn Ì với qạ >1 n >>. 
Chứng minh rằng 
⁄ 


a) _N" =Í[qa; qu—t,.., qeø]; bì Ty =lqn:dqu-bee qịÌ. 
F : Ps ©s b soi 
4-5. Chứng minh các phân số =—— và —— là tôi giản. 
š Ps—i Qs—: n 


4.6. Chứng minh rằng ` 
(+ V2)! (ca Vant 
q+WV2j,® —=q-Vaj" 
trong đó liên phân số [2; 3,... 2] có n số hạng. 
4.7. 


[3:2..., 2] = 


Giả sử [qa; qi,-.., qa] là một liên phân số đối xứng: 
nghĩa là qna = qo, qn~-i¡ = qi,... Chứng mình rằng 
Pa—_t = Qa. 

4.8. Tim dạng liên phân số vô hạn của các số sau đây và 
tìm số hữu tỷ xấp xỈÌ tốt nhất của chúng với sai số tuyệt 
đối nhỏ Fj 0,001 : 

— .,⁄— 2+5. 
a) V3 ; bì VI ;e) Ig 
4.0. Với a là một số nguyên dương cbo trước, hãy chứng 
minh rằng b 
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a) VaŠ+1 = [a; 3a)]; 
b) Vn°—I =[a—1; Q, 9a—3)]; (a>D: 
e©\ Va?+9 = la; (n, “Th 
dì ng Ê [a—Í; ÊL, 63, 1, 9<4, G(?>94 
e) Va(a+1) =la; (, Tới: ; 
g) Vata+2) =[a;(, 2a); 
h) VaŸ+t2a =[a?*; (a, 2a?)]. 
4.10. biều diễn các liên phân số sau đây dưới đạng căn thưc 
a2 {3%; 3, Œ, 12]; 
b) [0; 1, 1, 1, 1, (2, 2, 2)]; 
L) {a: (b, a)], a, b là những số nguyên đương. 


4.11. Chứng minh rằng tích của bai số thực biều điễn bởi 
1 hai liên phân số [a; b, a, b, a,..] và 


Í0; b, a, b, a,...Ì bằng Tháp 


4.12. Chứng mi:h rằng với s >2 ta có 
s—I 
Q.>2 2 
4.13. Cho Œ là một số thực và £ —> 1, Chứng mình rằng bao 


⁄ giờ cũng tìm được phân số _ sao cho 


àa | 
z—-=i< —- .0<b<t. 
Ỉ bị bư 
4.14. 1Iñv tìm các phản sỏ gần đúng tốt nhất bai nghiệm số 
của phường trình sau đây với sai số tuyệt đối nhỏ hơn 
0.0001 


a) 2x2 — 10x +7 =0; b) 4x2 + 20x + 23 = 0. 
4.15. Chứng minh rằng: 
R...xã 


—————= Í{ƒ: . 
a) 3 ; ()]Ï; 
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P u 
bì đây các giần phân của [L; (là —“—= —"*”?, trong đô 


n n+Ì 
tin Ín = Í, 2,...) là dây số Phibônaxi. 
1 
€) un = lở Tag (a"~=b*), trong đó a, b là hai nghiệm của 
5 


phương trình x°—=x~1=0, với a >b. 


BÀI THÚ NẮM 


PHƯƠNG TRÌNH NGUYÊN 


Trong bài này chúng ta nghiên cứu một số dạng 
phương trình nguyên (phương trình với hệ số nguyên) 
và các nghiệm nguyên của chúng. Trong những phương 
trình loại ấy, chúng (ta quan tàm đến những phương 
trình có vỏ số nghiệm nguyên mà ta thường gọi là 
phương trình oô định hay là phương trùth Điôphằng. 

Chúng ta nhận thấy rằng phương trình nguyên một 
ần bậc n 

2X" + aix°TÌ +... an ¡xX<+Oaa=0 (n>l1) CÚ) 
nếu có nghiệm nguyên là x„ thì x„ phải là ước của số 
hạng tự do aạ, bởi vì ta có đẳng thức 
—Xa(A¿xe"~! + aixe"—? +... +© 8n) = Bạc 

Như vậy số nghiệm nguyên của phương trình (Ì) là 
hữu hạn và đề tìm tất cẢ các nghiệm nguyên của nó, 
ta chỉ cần thử trong các ước của số hạng tự do a, xem 
những ước nào nghiệm đúng phương trình. 

Vi dụ. Phương trình 

xô + 2x? + x? + 2 — 0 
có nghiệm nguyên duy nhất là x = —Í bởi vì trong các 
ước 1, — Í, 2 và —2 của số hạng tự do chỉ có — 1 nghiệm 
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đúng phương trình này. Cũng bằng phương pháp như 
vậy dễ đàng thấy rằng phương trình 
x ` —x Ẻ+x—5=0 
không có nghiệm nguyên, : 
Bây giờ chúng ta nghiền cứu một số dạng phương 
trinh vô định, đi nhiên nhì nhận xéi ở trên, đó là 
những phương trình nhiều àn, 


§1. PHƯƠNG TEÌNH BẬC NHẤT NHIỀU ẦN 


1~— PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HAI ÂN 


Xét phương lrình 
: ax + by =©. (1) 
trong đó a, b, e là những số nguyên cho trước và a, b 
đồng thời khác không. 

Vấn đề đặi ra là với điều kiện ràng buộc nào giữa. 
a,b và c thì phương trình (1) có nghiệm nguyên và 
khi có nghiệm nguyên thì việc xác định nghiệm của nó 
như thế nào ? 

1. Diều kiện có nghiệm nguyên. 

.) Định lý. Điều kiện cần nà đủ đề phương trình (Ì) 
có nghiệm nguyên là ước cittng lớn nhất của các hệ số 
của các ần là ước của số hạng lự do. 

Chứng mình. Điều kiện cần. Giả sử phương trình (1) 
có nghiệm nguyên, nghĩa là có cặp số nguyên xạ, V„ SaO 
cho ta có đẳng thức ax¿ + bvạ == c. Gọi d = (a, b), vì 
d chia hết a và b nên d chỉa hết c = axs¿ + by,. 

— Điều kiện đủ. Giả sử đ = (a, by chia hết c, nghĩa 
là có số nguyên cœ;¡ sao cho c = đe. Ta phải chứng 
minh rằng phương trình (I1) có nghiệm nguyên, tức là 
cÓ cặp số nguyên x„ y„ sao cho ta có đẳng thức 
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AXe-eEbw¿ = e. Bởi vì đ = (a, b) nên ẮI có cặp số nguyên 
Xxị Vị sáo cho ax; by, = đd. Nhân hai về của đẳng 
thức này với e¡ ta dược 

a(€¡x;) + b{€¡y(,) = €. 

Điều này chứng tổ cặp số nguyên Xạ = C¡NG, Ya=CIY¡ 
là một nghiệm nguyên của phương trình C1). 

b) Hệ quả. Nếu (a, b) = 1 thì phương trình (1) có 
nghiệm nguyên. 

Về phương điện hình học, định lý trên cho la điều 
kiện ràng buộc giữa a, b và c đề đường thẳng ax-+Lby=c 
đi qua điềm có tọa độ nguyên (tung độ và hoành độ là 
những số , nguyên). Văn đề tiếp theo dặt ra là giả sử 
đường thẳng ax + by = C (a, D, ©e là những s2 nguyên 
và ab <0) đi qua một điềm nguyên M(x„ Vạ) thì hỏi 

rằng nó còn đi qua điểm nguyên nào khác nữa không 
và nếu cỏ thi tọa độ các điển nguyên đó có liên hệ 
như thế nào với tọa độ x„. yạ của điềm M. Về phương 
điện đại số, giải quyết vấn đề này ta có kết quả sau đây. 

2. Tập hợp nghiệm nguyên của phương trình (1) 

Định lý : Nếu phương trừnh (1) có một nghiệm nguyên 
#e. 1a thì nó có oô số nghiệm nguyên, đó là tập hợp lãi 
cả các cập SỐ ngiuyên +, J có dạng 


b 
x="g —t, 
~ 


a 
y=#Yys.-ryrb 


uới d = (ứ, b) oà t = 0, +1, +9... 
Chứng núnh, Mọi cập số nguyên x¿+ ° ta — = t 
đều là nghiệm của phương, trình (1). Thật vậy, theơ 


giả thiết x¿. v„ là nghiệm của phương trình (1) nên ta 
có dẳng thức axs, + bvạ„ = e, từ đó 


gi 


vẻ )ttcc 9=: 


Đẳng thức này chứng tổ xạ + t Y.— Ki t là một 


nghiệm nguyên của phương liiNH: €1). 

— Bây giờ giả sử xị, yị là một nghiệm nguyên tùy Ý 
của phương trình (1), ta phải chứng minh rằng ắt có. 
SỐ nguyên t† sao cho 


b 
xi =xc + by nyeT TnĐc 


Thật vậy, vi xạ, vạ và xị, y¡ là hai nghiệm của phương 
trình (Í) nên ta có 


aXe + by¿, = c, 
ax:¡ +eby¡ =C€. 
Các đẳng thức này cho ta 


a(X:i —x¿)= by; —E\) 
hay là 


@ —Xu)= n (yu—Y\)- 


b 


Đẳng thức sau cùng chứng LáP:E Tưng Nhưng 


đ= (a, b). tức là - .) = l nên TĂ Xị: —Xạ, nghìa 
là có số nguyên t sao cho xị — Xe= " thay Xị¡ = Xe+ 


+ _ 1. Từ đây cùng với đẳng thức Kì (Xi — Xe)= 

b a CN ri, : 
=6 — yi)ta được vị = Yạ— = t. Đến đây định lở 
được chứng minh. 
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Ví dụ. (Một bài toán cô) 
« Trăm trâu, trăm cỏ, 
Trâu đứng ăn năm, 
Trâu nằm ăn ba, - 
Lụ khụ trâu già 
Ba con một bó ». 
Hỏi có bạo nhiêu trâu đúng. bao nhiêu trâu nằm và 
bao nhiêu trâu già ?. l 
Gọi số trâu đứng là x, số trân nằm là y thì số trâu 
già là 100 — (x+y) và ta có phương trình 
100 —(x +) _ = 100, 
h) 
Phương trình trên tương dương với phươig Liình 
7x + 4y = 100. 

Ta phải tìm nghiệm nguyên dương của phương trình 
này. Dễ thấy x¿ = 0, y„ = 2ð là một nghiệm nguyên của 
phương trinh 7x + 4y = 100 nên tập hợp nghiệm nguyên 
của nó gồm tấi eÄä các cặp số nguyên x, y sau đây: 

xeje=át, 
ly = 2ð — 7t với t là số nguyên tùy Ý. 

Bởi vì x =4 >0 và y= 25 — 7I>>0 nên ta phải có 
0< t<<4, do đó số trâu đứng là x = 4t, số trâu nằm 
là y—25 —7t và số trâu già là 75 + 3t với L— 1, 2, 3. 

Tóm lại số trâu mỗi loại như sau 


5x +3y + 


Số trâu đứng Số trâu nằm Số trâu giả» - 


Các kết quả trên đây cho ta a thấy rằng muốn giải phương 
trình (1) trong điều kiện giải được, tá chỉ cần tìm một 
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nghiệm cụ thề nào đó của nó, Sau đây chúng fa nên 

lên một cách xác định mội nghiệm cụ thề của phương 

trình (1) bằng công cụ liên phân số. 
3. Xác định một nghiệm nguyên cửa phương trình (1)- 
Đề cho thuận tiệu ta giả thiết (a, bạ =.1 và b>>a. Như 


đã tiến hành ở I§t bài thứ tư, ta phân tích D- -thành liên 


là Hh 
›shân số  =[qa,; du... đại và giả sữ—— 1= và —%ˆ 
Ị xa. TẠI: VÀ HT SẾ UaTTT 'S 


là hai giản phân cuối cùng của nó, khi ấy P, = a,Qa= 
b và : 
“Pa b — AQ,-= CS D)P 
hay là - : 
a(— 1)" Q,-¡ +bc~1)" P„..= =Ía *) 
Đẳng thức này sau khi nhân hai về với ở cho 
a[ C—1)%7!cQ,-¡] + b[(O)*® cPạ_¡] = e, 
nghĩa là phương trình (1) có một nghiệm nguyên là 
ị Xạ=(— JạnT! cQ; _1% 
Mnn (- 1)"cÐP„_ 1 
í£ dụ. Giải phương trình vô định 
342x — 123y = lỗ. 

Ta thấy (342, 123) = 3 là ước của 15 nên phương trình 
đã cho có nghiệm nguyên. Phương trình đã-cho tương 
đương với phương trình . 

114x — 4ly =5. 


Khai triền rn thành liên phân số ta được 
114- 
=j2; 1, 3, 1, 1, 4 
41 =122 ] 
và hai giản phân cuối củng của nó là 
+; 114 lưn 25 
ĐH He “han. 
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Theo công thức tìm nghiệm, 
` (Xi: = 5.9 = 1ã, 
Ả = — 5.25 = ~l125 
là một nghiệm nguyên của phương trình 114x--41v=5, 
do đó phương trình IÍ4x — 4ly =5 có một nghiệ¡# 
nguyên là 


Y„ = 125 
và nghiệm tổng quái là 
x= 4đã -+4lt, 
lại = 125+114t 
L= 0. 1.+2.... 
Đây cũng là nghiệm tỒng quảt của phương trình đã 
cho. 


II PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT NHIỀU ẦN 


Chúng ta xét phương trình bậc nhất n ần 
8iXitaXa+...TE AnXn = Dý @®) 
trong đó a¡. a¿...., aa và b là những số nguyên cho trước, 
ñạ, 8a,.., an đồng thời khác không, còn n là một số tự 
nhiên lớn hơn 2. 

1. Điều kiện có nghiệm nguyên. 

a. Định lý. Điều kiện cần oà đủ đề phương trình (2) 
có :ghiệm nguyên là ước chung lớn nhất của các hệ 
SỐ “;, dạ,... na của các ần là uớc của số hạng tự do b. 

V:ệc chứng minh định lý này hoàn toàn tương tự như 
trường hợp a = 2 mà ta đã xét ở trên. Tử định lý này 
ta suy ra hệ quả sau đây: l 

b, Hệ quả. Nếu (au, đạ,... đa), = 1 thì phương trình 
(2) có ngiHiệm nguyên. „.” 

Chúng: ta không 'đi sâu” nghiên. cửu tập hợp nghiệm 
nguyên của' phương trình: (Œ2› cũng như việc tìm biêu 


bo 


thức cho nghiệm nguyên tổng quát của nó. Tuy nhiên 
có thể khẳng định rằng (rong trưởng họp phương trinh 
(2) có nghiệu nguyên thì nó có 0Ô số nghiệm nguyên 
phụ thuộc ảo n— † tham số. Thật vậy giả sử si, đ.....ta 
là một nghiệm nguyên của phương trình (23) thì bằng 
cách thử ta sẽ thấy rằng tất cÃ các bộ n số nguyên 
XỊ; Xg,... Xụ XÁC định nh sau cũng nghiệm đúng phương 
trinh (2) 


\ Xị = đi +8 Í¡, 
Xã = 4 + 8o đạ, 
Xa~l — nặn) + 8a Eạ_ Ty 
Xa = Ga — 8y Íị — A¿ f2 —.«.c—fn -g Ín—ty 
trong đó t,t¿..... tạ ¡ lấy tất cả các giá trị nguyên mội 
cách độc lập với nhau. 


2. Cách thực hành giải phương trình (2). Đề đi đến 
một cách thục hành giải phương trình (2) ta rêu lên 
mộỘội số nhận xét sau đây : 

a) Trước hết ta có hề giả thi rằng các hệ số ứy 
qạy,...0n của các ần trong phương Lrình (2) là ngưjên 
!ö càng? nhat sà hơn nữa lôi cả chúng đều là những số 
nguyên dương. 

Thật vậy nếu (a¡, nạ... 8a) = đ và địb thì rau khi 
chia cÃ hai vế của phương trình (2) cho d ta được một 
phương trình với hệ số của các Ần là những số nguyên 
nguyên tố cùng nhau, tương đương với phương trình (2). 
Hơn nữa không làm mất tính tông quát, giả sử a; là số 


nguyên âm thì ta đặt a, = — ai là số nguyên dương. 


Khi ấy nếu :ø;, #s,.., #a là một nghiệm nguyên của 
phương trình : 


87 Xị + AgX; +... + fnXxa =b (2.a) 
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mình, @). ` Ngược lại mỗi, Nghiệm nguyên Bu„. Bạc... ,:B¿ của 
phương, (rình (2). cho, dạ một nghiệm, nguyên của phương 
Irình ö. a) là — Bu., Ba... % :iỔn:, - 

b) Nếu trong phương trình. (9). „có: một hệ. SỐ nào đó 
'bằng 4 thì giệc.lÌm..LấL.cả các, _nghiệm nguyên của nó: cơ 
diễn. được, giải. 4quyỗi. : 

Thật vậy- nếu chẳng hạn aụ = 1 thì phương Ì trìn lH (2) 
tô nghiệm nguyên là tất cả.dác: bộ”n số. “nguyên xì, 
X¿y..., Xa xác định như sau: 


Ni — taf¿ — gia —... — ạt, +by, 
Xe = †1ạ, 
-Xn ==:Ín 


trong đó tạ, tạ,.... f„ là những số nguyến (ùÿ Ý. 

.Ø):Nếu trong n .hệ số dị, dạ... da của cáè ăn SỐ có k 
“hệ số bằng nhau (2 < k <n) thì piệc tìm nghiệm Tpuyên 
của phương trình (9) được đừa pề Diệc fừn nghiệm 
nguyên của một piqrơng trừnh bạc. nhất có n— +1 än. 
_ Thật vậy, không làn mất tính tồng quái, giả sử a¡= 
= 8„ =... = a¿, Khi Ấy (ừ mỗi nghiệm nguyên xì = e.. 
Xì = ớp..., Xa = œạ¿ của Phương trình (2) ta được mỏi 
nghiệm nguyên, X.= 8i TL ớa +... “ky Xiii lào 
Xe —= n. của phương trình . : : - 

8ỊX + 8geiXeai TO s‹ + ĐaXa =b. 2b) 
Ngược lại cự mỗi nghiệm nguyên x=jli: Xu¿t = Px+n-- 
= Bạ của puương trình (2b), bằng cácb lấy xi = Bị 
xa = Ôạo-... Xu .¡i = Bx-¡ là những số nguyên tùy ý và đất 
Xk = B — B: — Bñ¿ —... — Ôt_n Xkei = ke. Xu =Bạ 1A 
đƯỢC Xi„.xa...xụạ dà THỘT nghiệm nguyên của phương 
trình (2). su ĐEt 

d. Từ những nhận xét trên (4 có thề giả, thiết _rũng các 

iế số qụ dạ... -*của cá ần tradg' phường trừng: (9) là 


&p 


những số nghUên cường đôi một, thác 'nhau uà giả “sử 
rảng ai >dq¿ >.- - >ứŒn 
Chia a; cho a¿ giả sử la được 


ai = 8q +ai, <<a? <8, 


Khi ấy bằng cách đặt ần phụ x; = qx¡ + xa ta cớ 
phương trình 
zXã a? X¡; + 8ạXạ + _ + a„xa=b. (2.c) 


Ta thấy rằng từ mỗi nghiệm nguyên x:=ai, Xi=22.-.. 
Xu=za của phương trình (2) ta được một nghiệm nguyên 


của phương trình (2.c) là Xã = dai + 2, Xi = đi Xe = 
%g..., Xu = #n. Ngược lại từ mỗi nghiệm nguyên x; = 


=Ũa, Xi = Bù, Xa=Ba..... Xe = Bạ của phương trình (2c) 
ta được một nghiệm nguyên của phương trình vào là 
Xị;=BI, xạ=Ba = đt. Xa=Ôa›: „Xa =Bu: 

Như vậy, đề tìm nghiệm, nguyên của gi trình (2) 
ta đưa về tìm nghiệm nguyên của phương trình (2.c) mà 
hệ số lớh nhất của ần ở phường trình (3.c) nhỏ hơn hệ số 
lớn nhất của ần ở phương trình: (2). Nhưng a¡, a¿,.... 8„ 
là những số nguyên dương cho nên sau một] số hữu 
aạn bước làm như vậy ta sẽ đưa phương trình (2) về 
một phương trình bậc nhất với các hệ số của cặc ần là 
những số nguyên dương và có một trong các hệ số đó 
bằng Í và việc tìm tất cẢ các nghiệm nguyên. của 
phương trình (2) cơ bản được giải quyết. 

Ví dự. Giải phương trình vô định 

6x + 45y + 6z — 10t = i3. 
"Phương trình đã cho được viết dưới dạng 
6(x-+z)+ 45y — 101 = 13. 
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Hằng cách đặt x-+Lz —= x”,— † = Ê' ta được phương trình 
6x'+45y-+10 t' = t3. 
Vì 5 -— 10. 4-5 nên phương trình này có ti. viết tfữ@ï 


đạng 
6x'+10(4y-+-U)+5y = 13 


'à bằng cách đặt 4y+P = u fa được phương (rình 
6x" + lŨn + 5y = T13. 
Những ở đây 6= 5. 1+1, bởi vậy ta viết phường 
trình đó dưới dạng 
5(x'+Y)+x'°+ 10u = 13. 
và đặt x'+y = vía được phương trình 
VY +x'+-1Ôu — T3. 
Từ phương trình sau cùng này 
x'= 15—10u—äv. 
Thay giá trị của x' vào biểu thức v = 
= 0v + 10u— 13. 
Thay giá trị của v vào biều thức 
t? = 52 — 890 — 24v - 
t=—†'—=—52+ 39u + 2l1v. 


{a suy ra 
v—x' ta được 


u— 4v ta được 


cho nèn 
Từ x+ z = x' ta có 
xX=x'—⁄¿= l3— lI0D0u—ðV—”z. 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm nguyên là 
x= l35— 1u —5v—w, 
' =— 13+ lÔu +ồv, 
z—= W, 
t= —52 + 39u + 21v. 
v, w là những số nguyên tùy ý. 
e. Chú ý, Vếu phương trình (2) có hai hệ số nào đó 
nguyên lố cùng nhau thì phương trình (3) có nghiệm 
Trguuyên nà 0iệc tìm nghiệm nguyên của phương trình (2) 
được đưa 0ề piệc từm nghiệm ngujên của mội phương 


trỉnh bạc nhất hơi ồn. 


trong đó u, 
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Thật vậy. không làm mất tính tổng quát giả sử (ai, 
aa) — I. Khi ấy lấy xs — ơa. X¿ — Ø4... Xa = %ạ là những 
SỐ nguyên tủy ý thì phương trình 

ØjXit+A2xXa = b—ng ®a—34Ø —...— 8n Ga 
có nghiệm nguyên xị — œi, X¿ — ơ¿, (aA được Xị = ly 
Xã — đạ, Xã — Gđ¿,.. Xa = ơn là một nghiệm nguyên của 
phương trình (2). Ngược lại nếu xị = Bi Xa = ai Xã: 
Ba›---. Xa — §n là nghiệm nguyên của phương (rinh K 
thì ta có đẳng thức 
ai Bi+2 Ba =bồ— 3a Bã—‹---- 8a Ba- 
Ví dụ, Giải phường trình vỏ địa?" 
23x — 5V — ÍZz + Ö! = 4. 

Phương trình đã cho tương đương với phương trình 

2x—5y = 1+4z—6t. 

Lấy z =u, t— v là những số nguyên tùy ý, đặt 4+ 
4u— 0v = e ta được phương trình 2x—ðy = e., có nghiệm 
nguyên là 

x= äc+ 5W, 
x=ec+ 2W, : 
với w là số nguyên tùy ý. Vậy phương trình đã cho có 
nghiệm nguyên là : 
x= {2+ 12u — lv + 5w, 
y=4+ du —- 6v + 2w, 
z=u, 
ty, 


trong đó u, v, w là những :ð nguyên tùy ý. 

IH — HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT VỚI SỐ ÂN NHIỀU 
HƠN SỐ PHƯƠNG TRÌNH, 

Chúng ta không có tham vọng nêu lên lý thuyết tông 
quát về sự tồn tại nghiệm nguyên và cách tìm cíc 


nghiệm nguyên của hệ gồm mm phương trình bậc niất 


¡83 


ân (m <n) với hệ số ng 
XẾ hữ: nếu hệ phương, trì 
trình nào là hệ quả của ương (trình còn lại của 
hệ thì khi hệ có nghiệm Ró sẽ có vô số nghiệm 
nguyên phụ thuộc vào n-: ham số, _ 
Ví dụ. Tìm các nghiệm nữ 
4x — 5y tỗ 
s ñx — 7y + 6z = 13 


Hệ phương trình đã cho tương đường với hệ phương 
trình. 


Tuủy nhiên có thề thấy 
.cho không có phương 


ị 8x — 10y + 10z — (4, 
$%x_— 7y+ 10z = t3. 
Trừ vẽ với vẽ hai phương trình trên ta được 


2x —3y = I. 
Phương trình này có nghiệm nguyên tông quát là 
x=2+ẻàt, 
ị =1+Ôt, 


với t là một số nguyên tùy ý. 
Thay các biều thức của x.và y vào phương trình thứ 
nhất của hệ phương trình đã =ho ta được : 
4(2 + 3Ð — 5(1 +2 + 52 =7, hay là 2t + 5z = 4. 
Phương trình này có: nghiệm nguyên tồng: ;quát là 
t—=—3~+öu, 
ị z=2—2u 
với u là một số nguyên tủy Ý.... 
Từ đó ta được Íất cả các nghiệm nguyên của hệ phương 
trình đã cho là 
K=~7 + lỗu, 
yÿy =—ð + I9ù;_ 
z=23—2u; 
trong đó u là một số nguyên. tày ý. 


. Bây giờ.,chúng ta xét một gồm n~—1 phương trình 
Bậc nhất n Ân .œ > % đang. 
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- 8X + bí = ñaX; + by =...E 8aXn + Đạ, @; 
trong đó a¡, a¿,..., 8a và bị, b,..... bạ là những SỐ nguyên 
chớ rước, ai, nạ, ..., aa đồng thời khác 0 và nguyên tổ 
cùng nhau từng đôi mội. 

(. Định lý Trung Hoa về thặng dư. Với diều kiện dt, 
dạ, ... đn nguyên lố cùng nhau từng đôi mội, hệ phương 
trừnh (3) có nghiệm ngujê¡u. l _= 
_ Chứng mình. Chúng ta chứng mình bằng phép qui 
nạp toán học theo n. : 

Định lý đúng với n=2 bởi vì với (a, as)=— 1 thị 
phương trình ¡xi — AasX¿ = by — bị có nghiệm nguyên. 

Giả sử định lý đúng với số tự nhiên n >2 ta sẽ chứng 
tninh định lý đúng với số tự nhiên n+I!. 

Thật vậy, giả sử a,, az,...,aa, 4a, là những số nguyên 
khác không, đôi một nguyên tế cùng nhau và bạ, bạ,..., 
bạ, bạ. là những số nguyên tủy ý. Pừ giả thiết định lý 
Tả ng 


. _.. ổ F F Vx . _ là) 
đúng với n, ta có các số nguyên Xi Xin ke sao cho 


xây ra các đẳng thức 


aì xi +bi=sa xa+ bạ =...—= AanXa + bạ. 


Đặt vụ 7= AiX) + bị asxo-+bạ=...=an Sài + bạ. Viai, 8a, 
«; 8à, Aa¿¡ nguyên tố cùng nhan từng đôi một, nên tích 
a:ag... an nguyên tố với aa+, và phương trình 
a¡8a...ant— an+r0=bä+t— Yọ Ồ 
có nghiệm nguyên, tức là có cặp số nguyên lạ, tạ SảO 
cho 
8182..-8nla—8n+rdo= Đnvi —Ÿo; 
Khi ấy ta đặt : 


aiaa... a4 : : 
h =2" ta+x", i=l,2, ... n, 
‡ qy 1 

l 

Xn+i= te 
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thì xi xi, ve Xa, Xna+¡ là một nghiệm nguyên của phương 
trình 

aixr+bi=asx:+bạ= đ»t =aaXn-ELba=Ana+iXn+iÐn+r bởi 
Vì với i= 1, 2,..., n+i ta đều có 

ñị Xỹ 1 bu =aias...anf, “+ Yœ 

Đến đây định lý được chứng minh hoàn toàn. 

2. Tập hợp nghiệm nguyên của hệ phương trình (3). 

Định lý. XVến hệ pPröng trình (3) có inột nghiệm 
ngưuyyện là vệ. : Xóc Suy xã “_ thì nó có 0ô số nghiệm nguyyn 
ì tập hợp SờN lề: Xử) quyên của nó gồm: tất cá các bộ n 


LG: gHUJÊN 41 Ẩaux„„ có-dlgJtợ 


a¡Aa... 4 - 
x=z¡+~ i12, 92s n 
a; 
gới ! là inQt số nguyên tù Ú. Ly 


Chứnớr mình. a). Đặta — aia;... aạ, ta phải chứng mình 
rằng với số nguyên † tùy ý cho trước thì bộ n số nguyên 


#f + Ái xi+ -* t1. x9 + -Ÿ' t là một nghiệm của hệ 
ai 8a > 8a 
phương trình (3). 
Thật vậy, theo giả thiết Xà. Xa tông x. "là một nghiệm 
nguyên của hệ phương (rình (3) nên HE có 
2 
8y xi + bị = aaxa+ bạ =:c..—= aaxe +bạ=Va- 
Khi ấy rõ ràng với mọi i= Í, 2,..., n la có 
ai ( + Sen 9) +bị—= aix + bị + at—=y, + at 
ai 


cho nên 


Các đẳng thức sau cùng ở trên chứng tổ rằng xị + 
+ ^t, Kã + cứ gixy 3 + “ta một nghiệm nguýên 

#ì aa au 
sủa hệ Phường - trình (3). 

b) Bây giờ giả sử Xếp XÃ, Si ” là một nghiệm nguyên 
tùy ý của hệ phương trình (3), ta phải chứng minh sự 
tôn tại của số nguyên t sao cho 


1 ) “ s 
Xx.—=x'+—-t,i=l,2...,n, 
1 1 \ 
dị 
trong đó a = n¡aa...tn. 


Thật vậy vì theo giả thiết Xu Xa yo NI và xã xã, : 
\ ì “3 An ^^ : . D 
x„ là hai nghiệm nguyên của hệ phương trình (3) ta có 


Ai Xỹ + bi= Ax + bạ=...= aax a ta = ÿs 
và 


xi -+bị= taXã +bạ=...= BụX À + bạ = Vt. 


Tử đó với ¡ = 1,2,..,n ta được 


1 


Các đẳng thức này chứng lỗ a¡|Y¡ — ya, Í = 1,2... 
nhưng at, a;.....an nguyên tỏ cùng nhau từng đôi một 
Và a = 0¡a;...aa nên (a suy ra 

8[Y\ — Ya› 
nghĩa là tồn tại số nguyên † sao cho 
— Xa = at. 
Sau khi thay x. = Yy¿ — aL vào các đẳng thức 


ai} — xi) — Wi = Vyo (Ì= l,2,..n) ta được 


1 ° a Tớ 
*ị = %; + FYN: 1= 1, ty n. 


- Định lý: được chứng mình'' 
3. Cách thực. hành giải kẻ phương trình (3) 
Ta đặt 


tiếi + bị = 8ạXs + b = .. = AnXa + bọ =Y 
Trước tiên ta xét ï 


8ịXi + Dị = ãaX¿ +Đ Dị = VY. 
Ta thấy rằng phương trình 


aạXi + bị = 82xa + bạ 
có nghiệm nguyên là 
Xì = (+ anlta, 
ị Xam=cCs ¬1+- tịfa 


với œ, c¿ thỏa mãn a¡e‡ + bị = 8¿Ẵ€¿ + by và tạ là một số 
nguyên tùyv ý. 


Thay x¡ị = Ẵ¡ + aafyạ vào biểu thức y = aixi + bị tà 
được 


y = tý +aiaat 


trong đó lộ = 8iÒy + bị. Như vậy hệ phương trình (3) 
tương đương với hệ `” ˆˆ 


Xị = Cụ~+ 8¿la; 
Xa = 0%ạ ~++- aita: 


ÿ= asazta-t-( = asXxs +. hạ=...= AnXn + bạc: 
Ta xét „ 
=:: aeafa + $ = sgxa®+ba. 
Vì a;a¿ nguyên tố.với as nên phương trình. . 
aiast¿+ tạ = aaXạ + by 
có nghiệm nguyên là. 
. tạ = dị at 
= đạ ;k 8i8.ta› 
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với dụ, ở; thỗa niãn a¡a; đụ + tỷ. = a;dz+bị và' tạ là một 
BỐ nguyên tùy: ý : 
Thay tạ = dị + aal; vào cáœ biều. thức ¡Vy aiaata + 15 
a = Ârị + aata. và Xa =œ + h, ta. đượe 
40t 'w:& ñja¿d + sb iAsaalss , 
Xị = aạdị + cịi sự azasta, ˆ 
X: = aidi + 6 + 8ịaa1a. ˆ 
">>. ,đó hệ, phương trình (3) tương đương, với hệ 
ĐS, XI =(Aadi + €J) + aa8ata, 
xạ € (aidi + GŒ) + a¡ašÍa. 
Xa = = đạ, + aiasta, 


_ Tan = t4Xi + bà=¿y .=AnXa + 


+ bạ, = Fe ấiasd; + D4 


Cứ tiếp tục tiến hành như thế sau n—1 bước ta đi 
đến 


y5: th T dày .. gạt 
và ta được nghiệm của Sử nhã trình (3) là 


XI : m=ì 
¿ Xa = kh = ft, 
9 
Xa=X, NHờ xả 
trong. đó' m VÀ cm „ xì là những số nguyên xác định 


còn † là một số hàng tủy ÿ và a = a¡l8ạ... 8a. 
ví .dụ.. Tìm tất cả nghiệm nguyên của hệ phương trình 
3xi +2= 5xa + ở = 7kạ+2 


lốo 


Trước hết ta xét y = 3x: + 2 = 5x¿ + 3. Ta có 
Xi = 3 ¬+ biến 
ị xạ= 1+3t;,lạ€Z 
là nghiệm của phương trình 
3x:-+©-2—5x¿+3. 
Từ đó la có y — 3x; +2—= 3(2 + ðt¿) + 2= lỗi +8 
nên hệ phương trình đã cho tương đương với hệ 
Xi — 2+ hiển 
xe= 1+ biên 
Yy= lỗtạ + 8= 7xsạ + 2 
Ta lại xét v= lỗtạ + 8—= 7x: +2. Ta thấy phương 
trình 15t¿ + 8= 7xạ+2 có nghiệm nguyên là 
tạ = 1+ 7t, 
Xa = 3+ lãt. với t€Z. 
Từ đó ta có 
y = Tổ + 8= lỗ 1 r7 + 8= 23 + 105L, 
xX:i=2+5(l+7U)= 7 + Sðt. 
xa=l+3(1+ 7= 4 +2IL 
Vậy hệ phượng trình đã cho có các nghiệm nguyên là 
Xi=ể7 + đất. 
{s= =4+2It, 
Xs= 3 + lỗt, 
với tià một SỐ nguyên tùy ý. 


4. Chú ý. _a) Từ điều kiện các số nguyên a,, a¿..... 8„ 
là nguyên tố cùng nhau từng đôi một ta đã chứng mình 
được sự tồn tại của nghiệ¡un nguyên của hệ phương 
trình (3) và đưa ra cách thực hành tìm các nghiệm 
nguyên của nó. Sau này (bài thứ bảy) chúng ta sẽ tìm 
được điều kiện có nghiệm nguyên và cách thực hành tìm 
các nghiệm nguyên của một hệ phương trình bậc nhất 

i5 + bị = aaX¿ + bạ C... — AaXa + bạ, 
trong: đó đ1,assy -; ân Và bị, Đan bạ là những số nguyên 
tủy ý cho trướb. 


x 
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b) Sau khi chứng mình định lý Trung Hoa về thặng 
đự ta IV ra rằng nếu cho trước n số nguyên khác 0 đôi 
ThốU nguy ên tổ cùng nhau â;, 4¿,....,3„ và n số tự nhiên 
bị, bạ,... bạ thì ất có những số nguyên mà khi chia 
chúng cho Bê +... f„ được lần lượt các số dư là bị,bạy...,Dụ, 

Chẳng hạn sau khi giải hệ phương trình 

3x: + 3 = 5X» + 3 = 7xạ + 2 
tt cũng suy ra được rằng tắt cả những số nguyên y có dạng 
y= 22 + l0ãt,t€z 
khi chia cho 3, 5, 7 sẽ được lần lượt các sò dư là2, 3,2. 


§2. PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI NHIỀU ẦN 

1 — PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI HAI ÂN DẠNG X”— AY =1. 

Chúng ta xét d8 2 "bo trình bậc hai hai ần "¬ 

— Ay?=Í , (1) 

trong đó AÁ là một số Euến ên đương cho trước không là 

chính phương. Một phương trình như thế được gọi là 

phương trừnh Peli, chẳng hạn x2 — 2y? = 1 là một phương 
trình Pell. 

Phương (rình (1) có nghiệm nguyên tầm thường là 
x= l,wW =0, hơn nữa nếu phương trình (1) có nghiệm 
nguyên là x, v thì nhất thiết x 0 cho nên vấn đề đặt 
ra là hãy nghiên cứu các nghiệm nguyên x, vy không lầm. 
thường của phương trình (1) với giả thiết x>0, y>0. 

1. Nghiệm nguyên nhỏ nhất của phương trình (1). 
Giả sử phuung trinh (I) có nghiệm nguyên khòng tầm 
thường Ta Ta gọi nghiệm nguyên không°tầm thường 
x„ y¡ của phương trình (1) là nghiệm hguyên nhỏ nhất 
của phương trình (1) nếu như x;+»⁄/A vị là số nhỏ 
.— trong tập hợp 

=[{x+V^ A YIXx:Yy€GZ,x>0, ng x? — Ay? = IÌ. 


(*) Về sau ta đã chứng minh đươc rằng phương trình (} 
luôn luôn có nghiệm nguyên không tầm thường x >0, y >0. 
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.. Ví dụ: Hằng cách thử ta thấy x3; y = 2 là nghiệm 
nguyên nhỏ nhất của phương trình x' _—ay? = I1. 
Từ định _nghĩa la suy ra rằng nghiện: nguyên nhỏ 
nhất (nếu có) của phương trình (1) là đuy nhất. 
Thật Vậy, nếu Xị, wị và Xỳ và là hai nghiệm nguyên 
nhỏ nhất của phương trình (l1) thi ta có 
xi + Vy <X;) +VA y,và XI + vÀA v .T + VAYy: 
cho nên suy rá F 
`... xạ + y:= xì + VẤY) 
hay là 
l Xi—KỊ = VÃ tị — y0. 


Từ đẳng thức sau cùng này la suy ra rằng nếu xi—X) 


là một số nguyên khác 0 thì Y¡—y¡ cũng là một số 
nguyên khác 0 nên V ẤT ŒpkT— v) là một số vô-tỷ, đây 
là điều không thề có được. Vậy x; =x; và cũng tử 
đẳng thức sau cùng ở trên ta suy ra M4 


2: Tập hợp nghiệm nguyên của phương trình (13 
a) Bồ đề 1. Giả sử x„. y„ là một nghiệm nguyên của 
phương trừnh (1) sàn tà mội số nguyên dương Khi ấu 
lồn lại cặp số nguyên Xụ, Ya sao cho 
Xa CO VỨA y„= (Xe+ 1v 
Xa — VÀ: Xa =(Xe— VAyo" 
Ya cũng là nghiệm của phương trừnh (1). 


Chứng mình. Áp n công thức nhị thức Niutơn ta có 
Xx,+ VY," =xÐ +C KV ẤY,+C T2 xe (CVÃ)% 
"Ä `...  . . 


ĐÔ Xụ, 


1f2 


Trong vẽ phải của đẳng thức (2), ta thấy rằng các 
số hạng thứ chãn của tông là những số nguyên nên tông 
của các số hạng ấv là một số nguyên xạ, còn các số hạng 
thứ lễ là tích của một số nguyên với VÁ nên sau khi 
tách VÀ ta có tông của những số nguyên ấy là một số 
nguyên vạ, bởi vậy †a được 

(X;, + VẤY,)" = sa+VA vạ. 

Cũng trong đẳng thức (2) nếu thay VÀ bởi — VÀ ta 

sẽ được 


(X¿— VÀ yạ)" =x,— VA vạ. 


- 


Bày giờ ta sẽ chứng mình cặp số nguyên xạ, yạ vừa 
xác định ở trên là nghiệm của phương trình (1). 
“Thật vậy ta có 
Xã —AYyn =(X,+VÄ. yu) Xạ — VÀ vụ) = 
= (Xe + VÀ vạ)" (Xe e: VÀ vo)" = 
° 
= G2 —Ay 2)", 
Nhưng x¿; y„ là một nghiệm nguyên của phương trình 
(1) nghĩa là xã -Ay? = I cho nên tử đẳng thức 
3 3 3 .»" 
R Xã —AY: =(Xe— A Y2) 
ta được x —Ayˆ =Í. 
n n 
Dẳng thức này chứng tổ x„, y„ nghiệm đúng phương 
trình (1). 


b. Bồ đề 3. Giá sử tụ tị là nghiệm nguyên nhỏ nhất 
của phương trình (1) nà +, là một nghiệm tùy ý của 
phương trình (1) thế thì đt có số nguyên dương n 
sao cho 


x+ vÄYy = (Xị;+ YÃÀ y)*. 
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Chứng mình. Ta chứng mình bằng phương phấp phản 
chứng. Giả sử có một nghiệm nguyên x'), vì sao cho 


x+oVA” v*se(X + VÀ vị)" 
với mọi số n nguyên dương. 


Khi ấy bởi vì xị > 1, Y¡ >> l và xạ + VÀ vị > I nên 
Xi+ VÀ yụ, (xi+ VÀ v2, (xì + YÀ vn)),... là một dãy sò 
đương tắng không bị chặn. 

"Theo giả thiết xụ, vị là nghiệm nguyên nhỏ nhất của 
phương trình (l) ta có : 

xEVA Y  >Xxi+YÝA v; 
bởi vậy từ giá thiết phẫn chứng tà suy ra rằng tòn tại 
SỐ nguyvên m >> I sao cho 
(Xi + VÀ vị)" <x + VÀ ` <X(XI + VÀ vị"h*+, (3) 
—= = 2 hà R 

Từ (Xi + VÀ vị) Xi— VẤ V =.Xi—ÀY¡ = 1>O0và 
Xị + VÀ vị >0, ta suy ra xi — VÀ vị >0, cho nẻn sáu 
khi nhân từng vế của các bất đẳng thức (3) với (Xị — 
—VA y)">0 ta được (Xị + vA vụ" (xi — VÀ y)"< 
Œœ%'` + VẦY?) @ị¡ — VÀ vì)” < GŒị + VÀ vị)?! (xi 

— VÀ xi)" (4) 

Nhưng ta thấy rằng 

Cà, _— 2 2 
(xi ©VA vị)” (xi— VÀ Vị)” = (Xxị TAY kh = Í 
cho nên 
(Xi: + VÀ vị) *#? (xị — VÀ y0” = xi + VÀ Vị. 


Hơn nữa theo bộ đề 1 giả sử xm; Ym là cặp số nguyên 
thỏa mãn 


(Œ; — vA yj)" = Xạ — và+ Yn¿ 
la sẽ có , 
{x' + VÄTy*)(xi— VÃ vị)®= (E'+ VÂẤ TY?) (Xe — VÀ Yyn) = 
= XỈNm — Ay' Ya + VÀ (y'Xa — x'Ym) =Xx + VA ý, 


114 


trong đó X = XINHS— ÂN Vụ Và Ý = V'Xm — X'Ym là những 
SỐ nguyên. 
Bởi vậy tử CÙ) chúng ta nhận được 
I<S +VA V<X:+VA vực (5) 

Nếu như ta chứng mình được rằng cặp số nguyên 
x, w là những số dương và nghiệm đúng phương trình 
(13 thì tử (5) ta sẽ dẫn đến mâu thuẫn bởi vì xịụ, vị là 
nghiệm nguyên nhỏ nhảt của phương trình (1) và khi 
ấy bộ đề 2 sẽ được chứng tình. 

Rồ ràng cặp số nguyên x, v nghiệm đúng phương 
trình (1). Thật vậy, trong đẳng thức xác định x-+- VA V 
ở trên nếu ta thav VÀ bởi — VÀ thì tử 

X+VA y=(x+VYÄv)(x, - VÀ vụ" 
ta sẽ có 
X—WVA w@=(Xx —VÄY)(Xx,+ VAyjm 
cho nén 
x#— AXx?= (+ Y x) (x—VÄ v) = 
= G@'+ VAy)(i— VÀ VỤ @'T VẤN) (KT VÀ y0)” = 
=(x? — Áy') G — Ayi )m. 


Nhưng x', v' và x¿ vị là hai NunG: của phương trình 


(1) nên ta có x2 Ay? = 1 và N: -At? = I bởi vậy 
xl — Av? = I1, nói khác đi x, V là miội: nghiệm của 


phương trình (1). 

Tả còn phải chứng mình X >> 0 và y >0. Như ta đã nhận 
xét ở trên VÌ x.Ý vià nghiệm nguyên của phương: trình €) 
nên x 0, „hơn nữa ta còn có V == 0, bởi vì nếu »=U 
thì x? = 1 “nhưng trong khi đỏ từ ()'œ lại có x >> Ï 
là điều vô lý. Mặt khác (a ¡ thấy x và y phải ‹ cùng dấu bởi 
vì nếu x và y trái đấu nhau thì x và —y là cùng dấu 
niên lử x + VÀ v> lta có 
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XS VÀ yÍÌ >x+VYÄN>t, 
trong khi đó ' Ỷ 
(+ VÀ y)(XT— VÀ y)= x°—A v? = Í 
là điều vò lý. 


Như vậy x và y là hai số nguyên khác 0 và cùng đấn 
với nhau cho nên từ bất đẳng thức x + VÀ y >> l ta 
được x > 0 và y >0. Đến đây bồ đề được chứng minh. 

Từ hai bồ đề ở trên ta suy ra được định lý sau đây 
về tập hợp nghiệm nguyên của phương trình (1). 

ce) Định lý, Nếu phương irình (1) có nghiệm nguiyền 
qhhỏ nhất rêụ, Uịì thì tập hợp nghiệm nguyên của pHưương 
trình (1) gồn: các cặp SỐ ngHUên -E} +ạ;s D Ứạ : 


Xe= = (%i+ VÀ y)®+Œ¡ VÀ y0"), 

— — 6) 
yu= sã (Œi+ VÀ y)°—(@¡—VA y0) ( 
uứới n là một số lự nhiên tù ú. 

Chứng minh. Trước hết theo bồ đề T1 ta thầy rằng các 
SỐ X„, y„ xác định theo công thức (6) là những số nguyên 
và bằng cách thử ta được 

(+ xa)? — Á (+ Yà)? =1, 
nghĩa là các cặp số nguyên -+ x„:› © vạ là nghiệm của 
phương trình (Ì). 

Bây giờ giả sứ x, y là một nghiệm nguyên tủy ý của 
phương trình (1). Nếu x. v là nghiệm nguyên tầm 
thường của phương trình (1) thì ta có thề viết 


1 — 
x=1= =œ (Œi+ VÀ y)° + (Xị— ÝYÀ Vì), 
Y=0=_—ọ x(@+ vÀÄ Y)°—(xi— vÃ y0°®- 


Nếu x >0, y > s% thì theo bồ đề 2 ất cỏ số nguyên 
dương n sao cho 


Hồ 


x+ A v =Œ@i+ VÀ vn" 
và khi ấy ta cũng có 
x—ÝYAÁ Yy=(x:i— VÀ yn". 
Từ hai đẳng thức lrên đảy ta nhận được 


1 — xiên: 
x = s- (Gị + VÄ y0" + Gi — VÃ yi)®), 


v= SN (xi + Ý Ä vị)" —Œi — VÀ y0), 
với n là một sẾ igusên đrơng, 

Định lý chứng minh xong. 

V dụ. Phương trình x®—2y?= 1 có nghiệm nguyên nhỏ 
nhất là xị = 3. yi=2 nên tập hợp nghiệm nguyên 
của phương trình này gồm tất cả các cặp số nguyên 
+: Xa DO Ya trong đó 

Xa= s (3+2 W2»"h+(3— 92V 3)"), 
Y= S—= ( + 2V 5)" — 3 — 2V 09 
2v2 
với n là mội số tự nhiên tủy ý. 


Chẳng hạn với n = 0 ta được x =-+l,vV = Ú, 
với n= ỉ ta được x = +3, v=+2, 
với n= 2ta được x = 2Ä+ 17, v = + l2... 


3. Sự tồn tại nghiệm nguyên không tầm thường 
của phương trình (l) „ 

Định lý. Với 2A la một số ncunyên dương bãi kỳ không 
tà chính phương, phương trừnh 

w? — .Í ỤÐ =Í Œ@) 

có nhiệm nguyên Không tầm thường + — 0, >0. 

“hứng rang Ta: triền VÀ thành Hếu phân số, giá 
Sử ia được 

v A = {qs: (qu Œs-›<s đụ» 3q,)1 
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Đ, và -_Đaa là hai giản phân thứ n và thứ n—Í 


Gọi 
k —— 
của liên phân số biều điễn ý Â.. ta có 
L@V = Ga. 1. +- Pạai œ}) 
#„„¡ Qạ + Qạoi 


trong đó 
: Ù .v 

%uvi = 24 + —=— =ŸA +. 

{Œ: + 


n—{ 


qa+, 


ta được 


s7 am 


Trong đẳng thức (7) thay #„¿i = V + đe 
VA (@W Á +d/)Q,— VA Q,¡=(VAÀA+dq¿)P 
hay là 

A. Q, — qo P, _=P ni — =.(P ¡ï — đọ Q. — Q,—)- v À. 

Nhưng ÁQ„ — q,P, — P,.; và P, — qạ Q„ — Qu—› là 
những số nguyên và vÝÄ là một số vỏ 1Ÿ nên đẳng thức 
trên đây cho ta AQ, — dạ Pạ — Pạ_-¡ = 0 và P„ — qạX 


~<Qa¿ — Qạ_¡ = Ô lức là 
Pu. AOQ, — qu Đụ, 
By — (Ịo Q¿. 


Q,-¡ = 
Từ tính chất của giản phản 
P„ Qui — Qá PuSi = (O DP— 
- ta được 
P,Œ?4 — qe Qạ) — Qạ (ÀQ, — dạ P2 = (O nh) 
TìnU 2 Ạ 3 — . n—] 
hy là P2 — AQ? = (— 1)°—:, (8) 
Nếu n là số lẻ la có 
2 2 
Pˆ` —AQ =1 : 


nghĩa là P,„, Q„ là một nghiệm nguyên đương của phương 
trình. (1). 
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Nếu n là số chẵn thì lặp lại H luận như ở trên bằng 
cách chỗ nào là n thì thav bổi 2n -EL 1 ta sẽ đi đến 


2 £ 3 =. n 
xư#r” AQSn+i= C1 

hay là 
TON = Ai =1. 


Nói khác đi, trong trường hợp này P;¿¿¡, Q¿¿,; là một 
nghiệm nguyên dương của phương frinh (1). 

Đình lý đã được =hứng míỉnh. 

Người ta cũng chứng mình được rằng mỗi một nghiệm 
nguyên dương của phương trình (1) đều là tử số và 
mẫu số của một giãn phân của liên phân số biểu diễn 
⁄#A.. Hơn nữa người (a cũng chứng minh được rằng 
nếu n là số từ nhiên xác định nhừ ở cách chứng mỉnh 
định lý trên đảy thì ta có x = Pu, v— Q, hoặc x = P¿a+, 
Y=Qsu¿+¡ là nghiệm nguyên nhỏ nhất của phương 
trình (1) tùy theo n là số lễ hoặc n là số chắn. 

4. Các ví dụ 

VÝ dụ †f. Tìm các nghiệm nguyên của phương trình 

x" — lIẠ*= 
Khai triền VÍI thành liên phân số ta được 
VÍI =3: (3, 6)}. 
n = l là một số lẻ nên ta có xị = Pị = 10 vày, =Q,=3 
là nghiệm nguyên nhỏ nhất của phương trình x?— 11y?—= 
do đó nghiệm nguyên của :.o gồm li cả các cặp số 
nguyên + xụ„. -†z Yạ, trong đó 


Xa "x (0 + 3VTT)"® + (10 — 3V11)"), 


2= — ((10 + 3Ÿ T1)" — (10 —3YÍ11)") 
\ vi (q0 + M——t }") 


với m là mội số tự nhiên tùy ý. 
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Ví dụ 9. Tin nghiệm nguyên đương nhỏ nhất của 

phương trình 
x2 — 29 v ==. 1; 

Khai triền v39 thành liên phân số ta được 
: V3£ = {[5; (2, 1. 1, 2, 10)]. 
€ đây n = 4 là một số chẵn nên ta có x; = P, = 9801- 
Xịì = QL = 1820 là nghiệm nguyên nhỏ nhất của phương, 
trinh x2 — 29y? — 1, 


5. Các trường hợp đặc biệt của phương trình 
x`— Ay? = I1. 

Ta đã giải quyết được việc tìm nghiệm nguyên của 
phương trình x?® — Av? = 1với À là một số nguyệm 
đương và VVA là một số vò . Hày giờ ta xét các trường 
hợp đặc biệt của phương trình x? — Ay? = I. 

œ) Trường họp 4 >>0 cả V.Y là một số nguyên. 

Đặt VÀ = œ ta viết phương trình x? — Ay? = ï dưới 
đạng đồ 

(x — @eV) ( + eœy) = I1. 
Bởi vì z là một số nguyên cho nên điều kiện cần và đủ 
đồ cặp số nguyên x¿ vạ nghiệm đúng phương trình 


(X — ay) (x + ay) = Í là xạ + œYy, VÀ Xe — œy, cũng 


bằng 1 hoặc cùng bằng— 1. Từ đó suy ra x, = l,xe =0 
hoặc là x=—1, yạ= 0. Như vậy với VA' = z là một 
SỐ nguyên thì phương trình x? — Ay? = 1 chỉ có hai 
nghiệm nguyên là x = l, y =0, và x—— l1, y =0. 
b) Trường hợp A là một số nguyên âm. 
Nếu A = — 1 thì phương trình x? — Av? = I sẽ là 


x? + y* = 1cho nên nó chỉ có bốn nghiệm nguyên là 
x=+~tLl.y=0vàx=0.v=-+]. 

Nếu A là một số nguyên âm khác —1 thì phương trình 
x? — Ay? — 1 chỉ có hai nghiệm nguyên duy nhất là 
xe= + 1l, y=0. 
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ï1—~ PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI BA ẨN DẠNG X?+Y?=Z2, 


1. Chúng ta đặt vấn đề nghiên cứu các nghiệm nguyên 

của phương trình bậc hai ba ần 
2 x? + y?= Z2 (9) 
với x>0.v >0.z >0. 

Về mặt hình học, các số nguyên đương XcY, z nghiệm 
đúng phương trình (9) biều thị độ dài các cạnh của một 
tầm giác vuông. bởi vậy nghiệm nguyên đương của 
phương trình (9) được gọi là các số /? go. 

Trước hết ta thấy rằng nếu các số nguyên X, X‹ Z 
nghiệm đúng phương trình (9) thì mọi hệ ba số nguyên 
xt, yt, zt cũng nghiệm đúng phương trình (9). Ngược lại 
mnẻu các số nguyễn xi, ví, zL nghiện đúng phương 
trình (9) (với tà một số nguyên khác 0) thì x, N›. Z 
cũng nghiệm đúng phương trình (9). Bởi vậy ta có thề 
giả thiết chỉ xét các nghiệm nguyên dương x, v, 2 của 
phương trình (9) với (X, v, z) = Í. 

Chúng ta chú ý rằng từ điều kiện x, y, z là nguyên tổ 
cùng nhau và x?® + v? — Zz? (a suv ra x, ý. 2 là nguyên 

` ` ^z ^ NA ^ $ % 
tố cùng nhau từng đôi một. Thật vậy, chẳng hạn nẻu 
(x, y) = d >1, thì d? là ước của 2z? nên d là ước của Z. 
từ đó lại có (x. y, z) > I. Bây giờ chúng ta chứng 
mình định lý về tập hợp nghiệm nguyên của phương 
trình (9). 

2. Định lý. Các số nguyên dương nguyên tö cùng nhau 

#, . z là nghiệm của phương trình 

x?+y?= (@) 
khi nà chỉ khi một Irong hai số £ hoặc có dạng 2mn 
số &#(q có dạng trẻ  HÈ bà z có đựng trì + HẺ ĐỎC tay dt 


là hai số nguyên dương nguyên iÕ cùng nhau, m >H 
tà chân lẻ khác nhau. 
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Chứng mình, a) GIÁ sử x, v, z là những số nguyên 
đương nguyên tố cùng nhau nghiêm đúng phương 
trình (9) nghĩa là ta có đẳng thức 

x? + v# = Z2, 

Khi ấy vi la có (x, y)—= 1 nên không thể xây ra x và y 
cùng là số chẵn : thậm chí cũng không thề xây ra x và y 
cùng là số lẻ, thật vày nếu x= 2k + I và y= 2l + I 
thi z? — Xx? + v?= 1k? +? +kx+l)+2 
là điều vô lý bởi vì bình phương của một số khi chia 
cho 4 không thể dư là 2 được. 

Vậy trong hai số x và y phải có một số là chấn một 
số là lẻ. Giả sử x là sỏ chẵn, lúc ấy từ đẳng thức x?+ 
+? = ⁄?(a có ý và z là các số lẻ và 


P7 Xei 7 TấT Tế 


2 PC ONG- 


trong đó . 2ê ng =} = 1 bởi vì (2z, Y) = 

Nhưng khi tích của hai số nguyên tố cùng nhau là 
mội chính phương thì mỗi nhân tử phải là một chinh 
phương, cho nên ti có các số nguyên dương m, n sao 


L4 „.. z—V 
cho c3 mẺ, ` 
2 2 
Từ đó ta được 
x = 2mm, y = m# — n?, z = m2 + nẺ. 


Do —~ = m? và -Z = *` = n? là hai số nguyên lÕ 
cùng nhau nên rn và n là nguyên tố cùng nhau và 
m>n>0. Hơn nữa từ y và z là hai số lẻ ta còn có 
mm và n là hai số chẵn lễ khác nhau. 

b) Hây giờ giả sử m và n là hai số nguyên dương 
chẵn lẻ khác nhau, nguyên tð cùng nhau và m > 1n. 


= n2. 
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Ta phải chứng mình rằng ba số x=2mn, y = m?—n?, 
z = m + n° là những số nguyên đương nguyên (õ cùng 
nhau và là một nghiệm của phương trình (9). 

Thậi vậy: rõ ràng ba số x, v, z xác định như vậy là 
những sỏ nguyên dương. nghiệm đúng phương trình (9), 
bởi vì chúng ta có đẳng thức 

(2mn)Ê + (m° — n2)? — (m8 -L n2)3, 
«œ Mặt khác đomm. n là hai số nguyên dương chẵn lẻ 
khác nhau nên y = mm — n và z— m?+n? phải là 
những số lẻ. llơn 3a tì có {v, z) rz l bổ? vì nấu rhư 
(y, ?z) = đ> ¡ thì ta cũng có 
z+Y 
(“ 


` SE =d >>] 

tức là 
(m?, n?) = qđ >> 1, 
điều đó không thể xây ra được với (m, n) = I. 

Vậy (Yy, Z2 = I và do đó (x, y, Z2 = I, Định lý được 
“hứng mình. Từ định lý này và nhận xét khởi đầu ta 
có hệ quả sau đây. 

3. Hệ quả. Phương trình 

A2 + g2 = zẾ 

có nghiệm nguyên là oà chỉ là các bộ ba số nguyên +, 
ụ,+z các định nh sau: 

Ề + mm (hoặc + = + (mỲ — n®) t, 

{:- = +; (m — n?)t (hoặc  = + 2mnt), 

z = + ứn? + n})! 
Đớim, nH.L là những số nguyên tủu ý thỏa mãn điều 
kiện m >> n >0. (m. 0) = Í pà mít chẵn. 

VỆ ứu, Với t 2, mì = 7, nh = 4 chúng ta được 

x= + 1l2, y = +66, z = 330 


Ị 


hoặc 
= + 66, y = + lÍ2, z = -+} 130. 
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§3. PHƯƠNG THỈNH x" + v° = Z? 


Sau khi nghiên cứu nghiệm nguyên của phương trình 

bậc hai ba ần dạng 

x2 + v? = z? 
chúng ta có thê đặt vấn đề nghiên cứu nghiệm nguyên 
của phương trình bậc hai ba ần 

ax? + by? = cz2 ¬ 

với a, b, c là những số nguyên cho trước. Trong tiết 
này chúng ta đặt vấn đề nghiền cứu nghiệm nguyên 
của phương trình L 

x"h+ v" = ¿n 
với n là một số tự nhiên lớn hơn 3, 

Nhà toán học Pháp nội tiếng Phéema đã khẳng định 
vằng øới sở tự nhiên n >> 2. phương (rình 

.t" +ựn =zn (1) 
không có nghiệm nguyên dương. 

Cho đến nay mệnh đề do Phécma nêu lên (gọi là 
định lụ lớn Phécma hay là bài toán Phécmui) vẫn chưa” 
được giải quyết triệt đề. 

Nếu điều khẳng định của Phécma đúng với n thi nó 
cũng đúng với kn (bới vì phương trình x" + ykn = zkn 
có thê viết dưới đạng (x")* + (y*)" = (2*)"), bởi vậy chử 
cần chứng minh định lý Phéecnia với các số mũ nguyên 
tố p > 3 và với n = 4 là đủ. 

Ơle đã chứng minh định lý Phécrima đúng với n = 3 
Và n = 4, Điriclẻ và Lơgiăngđrơ đã chứng mình định 
lý Phécema đúng với n = 5. Lamơ đã chứng mình định 
lÝ Phécma đúng với n = 7. Kyme đã dùng lý thuyết số 
đại số đề giải bài toán Phécma, ông đã chứng mình 
định lý Phécma đúng với tất cả các giá trị o < 100. 
Đến nám 1950, bắng may tình điện tử, ngưới ta đá chưng 
minh được định lý Phécma đúng với tất cả các số mũ 
nguyên tố n < 4003. 
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Su đây chúng ta nêu lên một cách chứng NI no 

ˆ P?hécm#k Với "n = 4, bằng phương pháp sơ cả ựa 
xào công thức nghiệm nguyên đương của phương trình 
x”-+ v* = z2, 

= 
1. Phương trình 
"¬.. (3) 

“hông có nghiệm ftgt/ẻrt Tường 

Chứng mình. a) Đề chứng minh định Lý, đầu tiên ta 
chứng minh rằng phương trình 

: ` xi + y* = z? (3) 
không có nghiệm nguyên dương. 

Thật vậy, giả sử trái lại rằng phương trình (3) có 
nghiệm nguyên đương Xa; Ya› Z„. Khi ấy nếu xe. Yy„ CÓ 
trớc chung lớn nhất là d > 1 thì rõ ràng d? là ước của z„ 
và đẳng thức 


0b Cu (o7) 


chứng tổ rằng . KH là một nghiệm nguyên 
F . 


dương của phương Irình (3) với _ và ` là nguyên tố 

cùng nhau. Vì vậy bằng cách ký hiệu lại, ta có thể giả 

thiết là ta đang xét nghiệm nguyên dương xu. Ye Z4 

nguyên (tố cùng nhau (do x„, yu nguyên tố cùng nhau), 
Từ đẳng thức 


LG sủ? 2 
--..... 
và từ công thức nghiệm nguyên dương của phương 
trinh 
: x° + S“-.« 
ta suy ra rằng (vai (rò x„ và y„ như nhau, nên ta có 
thề giả thiết ¿ là số chẵn, do đó y„ là số lẻ) 
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kì 


xạ = 2mn, Yo = m° — n3, z¿ = m? + n$, 
trong đó mì >n >0, (m, n) = 1, mn chẩn. 
Từ dẳng thức 
vã + n? = mì, (4) 
vì v„ là số lẻ, ta phải có n là số chẩn (và do đó m là 
số lễ) chẳng hạn n=2n' với n` là một số nguyên dương. 


Khi ấy ta có 
v 2 
(5) = :nn, 
si 


trong đó (m, n`) = † (bởi vì (m, n) = 1). 
Như lý luận ở 2.]L, § 2, tạ có các số nguyên z;, nụ 
sao cho 
„mà = ấu, n"n =n 
trong đó (z¡. nị) = I và z¡ là một số lẻ (bởi vì m là số 
lểẻ). Thay các giá trị của m và n = 2n' vào đẳng thức (1) 
ta được 
2 . 
Yyụ + @n?)* = 2 
xu 3 `. .Ẻẽ : 
trong đó can, Vạ) = Í (bởi vì an, z) = (2n°,, th) z 
_ = (n. Éắâ) = 1). 
Lại áp dụng kết quả ở 3.II §2 với đẳng thức 
k) `... 
Xạ + Ôn)” = Œj# 
{a suy ra 
2n? = 2uy, Kn = t2? + v2 


trong đó u > v >0, (u, v) = l và uv chẳn. 
Nhưng u, v là những số nguyên dường ngu yên tố 
cùng nhau nên từ đẳng thức 


2 
nạ =uV 
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ta suy ra rằng tồn tại các số nguyên đương xì, y¡ sao cho 
2 2 
u =xị,, V =ỹỳt. 


Khi ấy từ đẳng thức 


<4 z1 = tu? + v2 

ta được 
4 4 Hà 
bi ng ¬á Nga) 


Đẳng thức sau sùng này chứng tổ xụ yú ?¡ là một 
nghiệm nguyên dương của phương trình (3), trong đó 
ta dễ ý rằng 

Z¡i < z2 = im <Xm?< z7, 
tức là z; < Z2. lớn nữa từ u = xỈ. vz= SIi là nguyên 
tố cùng nhau fa suy ra rằng xị, y¡ cũng là nguyên tỐ 
cùng nhau và do dó xị vị, Z¿ cũng là ba số nguyên 
dương nguyên tố cùng nhau. 

Như vậy, từ giả (thiết về sự tồn tại một nghiệm 
nguyên dương xạ Vụ Z4 VỚI (Xẹ Yo Z2) = | của 
phương trình (3) ta lại suy ra sự tôn tại một nghiệm 
nguyên đương xị, vị, Z¡ của phương trình ấy với (Xu 
Ty, ZJ) = Í và Z¡ < zạ. 

Áp dụng lập luận trên ta lại suy ra sự tồn tại một 
nghiệm nguyên dương x„, yz, 2¿ của phương trình (3) 
VỚI (X:, Vạ, Z„) = Ì Và Z¿ <ứ¡. : 

Quá trình này có thề lặp lại vô số lần, bởi vậy với ` 
k=0.k= Il,k=2.... ta tìm được một nghiệm nguyên 
dƯƠng X;, Yk, Zk VỚI (Xu, VY, 2k) = Ì VÀ Z4.ì < 2v của 
phương trình 

x' + v' = #. 

Điều này vô lý, vì không thề tồn tại vô số số nguyên 
dương Z4, z4 Z4, .. thỏa mãn. 

#4 > Zi >7 >—.... 
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Điều vô lý này chứng tổ phương trình (3) không có 
nghiệm nguyên dương. 

b) Bây giờ chứng minh rằng phương trình 

xˆ+y!' =7! (2) 
không có nghiệm nguyên dương 

Thật vậy, giả sử trái lại rằng phương trình (2) có 
nghiệm nguyên dương là xe. Yạ, Z¿ Khi ấy ta có xạ* 
Yo› Z2 là một nghiệm nguyên dương của phương trình 

xt' y!t =2? 
là điều mâu thuẫn với kết quả đã chứng tinh ở trên. 
Vậy phương trình x* + y‡ = z* không có nghiệm nguyên 
đương. 

Định lý đã dược chứng mình. 

2. Sự không có nghiệm nguyên khác không của 
phương trình 

#? + ) — 78, (4) 

Dề chứng minh rằng phương trình x® -+- y* = z!không 
có nghiệm nguyên dương ta đã dựa vào công thúc 
nghiệm nguyên dương của phương trình x? + y2 = 22. 
Bằng cách dựa vào công thức nghiệm nguyên của phương 
trình x? -+_ 3y? = z? người ta có thể chứng minh đượu 
rằng phương trình x -- y3 = z” không có nghiệm nguyên 
khác không. 

Trước hết ta nêu lên một kết quả mà người ta đã 
1ìm được như sau. (Phép chứng rninh kết quả này vượi 
ra ngoài khuôn khô của cuốn sách này). 

Độ ba số nguyên +, Ụ,z, trong đó z 0à J nguyên tố cùng 
Tthau 0à zZ là số lê là nghiệm của Ệ song trình 

z? + 3u? = z 
khi oà chỉ: khi 


 = 3n(n—rt), 6) 
z = In + 3n? 
uới m uà n là nhĩtng số nguyên tùu Ú. 
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{ tt = m(m?2— 9n®), 


Bây giờ ta chứng mình sự không tồn tại nghiệm khác 
không của (4). 

Thật vậy, giả sử trái lại rằng phương trình (1) có 
nghiệm nguyên khác không là xạ, y„, Z„ta có đẳng thức 


xe + yệ= 2y (6) 


Giả sử d > 1 là ước chung lớn nhất của hai số bất 
kỳ trong ba số xạ, Yạ, Z„ thì d cũng là tước của số còn 
lại và ta có đẳng thức 


L9 NET ¿in VIÊN (71W 

(§) by ỦY 
: : Xsv ŸYe Z2 - : sổ 
Điều đó chứng tỏ Pin sĩ cũng là một nghiệm 


nguyên khác không của phương trình (4) mà các giả trị 
đó nguyên tố cùng nhau từng đôi một. Vì vậy bằng cách 
ký hiệu lại, ta có thề giả Lhiết là ta đang xét các nghiệm 
nguyên khác không xạ, Yạ, z¿ của phương trình (4) với 
Xa. Yo Z2 nguyên Lổ cùng nhau từng đôi một (vàdo đó 
nguyên tố cùng nhau). Từ đó hai (rong ba sỐ Xe, Ye Zoš 
là lẻ, số còn lại là chẳn, Ta giả thiết hai số x„ y„ Ở về 
trái của dẳng ¡hức (6) là lễ. Giả thiết này không làm 
mất tính lông quát vì khi một trong haisõ này là chẵn, 
chẳng hạn x„, thì ta lại có đẳng thức 


(—y.)° + Z8 = xổ 
cùng dạng với đẳng thức (6) trong đó cả hai số ở cùng 
một về là lẻ. 
Từ giả thiết x„. y, là hai số lễ ta có 
*s + Xe = 2p, Xe — Ye = 2q. 

trang đé p. q ià những số nguyên khác không. Khi ấy 
VÌ x¿ = #+d. vs = p - qnênp và q phải nguyên tố cùng 
nhau và một trong chúng là lẻ còn số kia là chăn. 
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Đẳng thức (6) có thề viế* dưới dạng 
; *# §c 3 3 
Œ‹ + ve) ng ) ba 3 ng ) —= ?ọ 
trên ta có ° 
2p @ˆ + 8q?) = Z2. Œ) 


Từ đẳng thức này do z„ là chẵn ta có p là chẩn (do 
đó q là lễ› và p3 + 3q? là lẻ. Nhưng p và q nguyên tố 
cùng nhau nên p và p?+ 3J? có ước chung lón nhất 
hoặc là I hoặc là 3. Chúng ta hãy xéL tùng trường 
hợp đó. 

Giả sử rằng p và 0 ?#+31{? có ước chúng lớn n¡ãtL/à 1 
Khi ấy đi ngiền p không cần hết cho j. Từ đang 
tuức (7) và đo (20, p?+ 312 = 1 ta suy ra răng ấL có 
hai số nguyên khác không r và s sao cho 

2p = rỶ, p¿ + 3đ? < s%, 

Theo nhận xét khởi đầu, từ đắng thức pŸ + 3q? = s” 
ta suy ra rằng p, q, s phải có dạng như ở công thức (5). 
nghĩa là có các số nguyến ¡rn, n sao cho 

p= m(m2 — 9n%), q = 3n (m2 — n?), s = mì? + n3, 

Bởi vì q là số lễ nên ¡a phải có n là lễ và mì là chẵn 
không chia hết cho 3. Hơn nữa (m,n) = 1 (do @Œ, q)= l} 
Tủ bai giá trị của p ở trên chúng ta có đắng thức 

2m (m + 3n) (m — 3n) = rẺ. (8) 

Do m là số chẵn không chía hết cho 3 và n là số lẻ, 
2m, m + 3n, ì — 3n là những số nguyên LỔ cùng nhau 
từng đòi một, bởi vậy từ đẳng thức (8) ta suy ra räng 
tồn tại cáo số nguyên khác khòng xị, yu, Z¡ SaAo cho 

e % $ }a 
m -Ƒ 1L = X ;m -n =ỹn› 2m = ZỊ- 
: Từ các đẳng thức này ta được 
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dưng 

nói khác đi xạ, yị, z, là nghiemn nguyên khác không của 

phương trình (1) với (xì, yị. #2) = Í. 
Te đề ý thấy rằng 


- 


3 h « 
Ixil S17 SIPj<12p1<[Xai 
tức là 
| xi | <t!*s l. 

Dây giờ la xét trường hợp p và p2 + 34?có ước cung 
lớn nhất là 3. Khi ấy ta viết p = 3L. Vừ đẳng thức (7) 
ta có : 

6L = 9rỶ, 9 + 3q? = 3s? 
hay là 
3t = 3r?, q2? + 31? = sở, 
trong đó 1a thấy ( là số chắn do đó q là số lễ. 

Từ đẳng thức qˆ” + 3 = s°, theo nhận xét khởi đầu 
(ta suy ra rằng q,i,s có dạng như ở công thức (5ð), 
nghĩa là ắt có các số nguyên ín, n sao cho 

q=m(m* — 9n), t = 3n (m2 —~ n2), s — m + 3n2, 
Bởi vì ! là số chẵn nên n là số chẩn và m là số lễ. 
Từ hai giá trị của Lở trên chúng la có 
6n (m2 — n?) = 3rŠ 
hay là 
2n(m + n)(m — n) = rỲ. (9) 

Rõ ràng 2n. m +n,mm—p là những số nguyên tố 
củng nhau ¿ng đôi niột nên từ đẳng thức (9) ta suy 
ra cảng (len (ài các số nguyên khác không xi, Yyuụ, Zi sAO 
chờ 


mẻ + =xị 


từ các dang thưc sau cùng này ta được 


„m—n=y?, 2n =Z1. 
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$8 s28 
Xi TYp =4 


„ nói khác đi xị, yị, z¡ cũng là nghiệm nguyên khác không 
của phương trình (4) với (Xu Vu Z) = Ì. 
Ta lại đề ý thấy rằng 
lx:I<[xal. 

Như vậy trong cả hai trường hợp chúng ta đền thấy 
rằng từ giả thiết về sự tồn tại một nghiệm nguyên khác 
không x„, Vo; Zo VỚI (Xa, You Z2) = Í của phương trình 
(® ta lại suy ra sự tồn tại một nghiệm nguyên khác 
không xị, y„, z¡ của phương trình ấy với (Xi, Vụ, Z) 
= 1 và |x;:| < ÌXa |. 

Lặp lại lí luận ở trên vô số lần với mỗi số nguyệri 
k=0,k=l,k= 2,.. ta tìm được một nghiệm nguyếm 
khác không xạ, yx, Zv của phương trình (4) với | xua: <7 
<\|*¿l. 

Điều này vô lý vì không thê tôn lại vô số số nguyên 
khác không xạ, xị, x¿... thốa mãn 

: Ixel > lxi! >lx:[ > ‹« 

Điều vô lý này chứng tỏ rằng phương trình x?+-vŸ = 
= ?? không có nghiệm nguyên khác không. 

Tìm nghiệm nguyên của phương trình nguyên ]à mộ ! 
trong những vấn đề lớn của bộ môn số luận, đã thu 
hút sự quan tâm của nhiều nhà toán học. Tuy nhiê:: 
cũng phải nói rằng đây là một vấn đề hứng thú son 
rất khó. Về sau, chúng :(a sẽ nêu lên một phương 
pháp đề giải quyết văn đề này, đó là phương phép 
đồng dư. 


BÀI TẬP 
6.1. GIẢi các phương trình vô định sau đây : 
a) 5x + 3y = 2;b) 32x — 40y = 28 ; c) 38x + 117y = 209 ; 
đ) 258x — 17ãy = 113; e) 1657x — 367y = 323. 
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5.3. Giải và biện luận the số nguyên m, các phương trình vô 
định sau đây : 
a) 6x † (ly = m + 3; bì lõx + 25y = 2m — ‡1; c©) 3x — 
— (m — 2) y=m + 1; đd)3x+(2m—l1) y=m +1; d) ốx + 
+ (ầm + I)y = 3m + 1. 

5.3. Giải phương trình nguyên ax + by = e với a" +bh=eG 
và (a, b, c) = I. 

x 3 
56.4. Với những giá trị nguyên nào của x ta có Tủ là một 


®Ố nguyên ?® 
ñ.5, Chứng mình rằng với mỗi cặp số nguyên đương, m, n có 
một phương trình bạc nhất bai ầo ax + by =ce với hệ 
SỐ ty, b, e là nhữ-z số nguyên, nhận x= m, y=n là 
nghiệm nguyèn dương duy nhất, 
5.6. Ghứng minh rằng với mỗi số nguyên đương m cho trước 

bao giờ cũng có một phương trình nguyến bậc nhất hai 

Ân ax + by = e có đúng m nghiệm nguyên dương. 
5.7. Giải các phương trình vô định : 

a) 3x + 3y + 5z = 15; b) 23x—53y + 80z =Il0I ; c) 5ôx + 

+ 92y = 12 + 17z ; d) 105x — 885y + 77z — 420L = 12. 
5.8. Giải các hệ phương trình vô định sau đây : 

a) 3x + 3y = 1; nh ng cv 

¡ 3x +ồôy + 23%z= ~- 1; 3x — 3y + 3z =5; 
lệ hà? ii d6: Sẽ: C+ÍA + 3 Euày 
2x — 7y — 5z = — T7; 2x — 3y + 3z = —= 3; 
lo TÀI 3y — 5z = 2; 
3x — ãy + 2z = 3. 

3. 9, Giải và biện luận theo số nguyên m, các bệ phương trình 

vò định sau đây: 
a) 'Niiit0Ð: Xế P1: 

3x + 6y+(m + 1)z = mì — 2, 3x —2y +(2m + 1)z=4m + Í 
c) bộ — 3y = I, R.su — 5y - 3z = l1 

3xz — 3y + (2m + 1)z= 4n ð 2x—=ä3y +(m — 3)z # 1 — m; 
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e) [3x — % m1, 
2x—3y-+ ma — 2)z = 5 ~ m. 
5.10. Tìm tất cả các số tự nhiên x sao cho : 

a) x chia hết cho 9 và œ8 ^ Í chia hết cho 25 t 
h x chia hết cho 2! và r*1 chia hết cho lÖ5 ‡ 
œ) x chia hết cho 9, œ 2: ? chia hết cho 25 và x + 2 chỉa 
hết cho 4 

CThi học sinh giỗi Toán miền Bả¬— 1974) 

5.11. Tìm các chữ số x và yÿ sao cho nếu chia sẽ xxxxx cho 
yyyy có thương là 16 và số địr là r và nếu chia vxxx cho 
yyy thì cũng có thương là 16 nhưng số dư nhỏ hơn r là 2000, 
(Ki hiệu anan_l... a12ẹ là số tư nhiên ghỉ trong hệ thập 
phân, cụ thề 

tuân—1 ‹‹. niao = aạ. 10® + an 100”Ì + ,., + gị. 10 © nạ: 
trong đó 1< an S9, 0 Sai <9 Gi = 0,1,...,n—1.) 

Š. 12. Trong hệ ghỉ cơ số thập phân hãy tìm một số thỏa 
mãn : nếu viết số đó treng hệ cơ số năm thì nó là 
một số có ba chữ số, nếu viết sõ đó trong hệ cơ số tám 
thì nó là một số có ba chữ số như trên nhưng với thứ tự 
ngược lại. 

5.12. Hãy tìm tất cả các số nguyên mà khi chia chúng eho 19 và 
11 dư tương ứng là 4 và 1. 


: x1 7x—1 
7 và 5 là những 
sỐ nguyên. _——_ 
5.15. Hãy tìm tất cŠ các số đạng xy2 mà nó chia hết cho 28. 
5.16. Hãy tìm tất eả cáo SỐ nguyên x và y sao cho cả hai số 
3x — y + 1 và 3x + 3y — I củng chia hết cho 7- 
5.17. Trên đường thẳng8x -13y-+ô = 0hãñy tìm các điềm nguyêu 
nằm giữa hai đường thẳng x=—1U, x=50. 
5.18. Chứng minh rằng troug hình chữ nhật giới hạn bỏi các 
đường THẾ 
=6,x = 42,vy“=2,y = I7 
không có điềm nh: nào thuộc đường thẳng 3x+ãy=7. 
5.19. Một bài toán cồ 
«Mai em đi chy phiên 
Ảnh gửi một licn (+) 


(*) Một tiền gồm 60 đồng, 
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Mua cam cảng quỈt 
Không nhiều thị ít 
Mua lấy một trăm 
Cam ba đồng niột, 
Quýt một đồng năm, 
Thanh yên tươi tốt 
Năm đồng một trái s, 
Hỏi mùa mỗi thứ mấy trái? 

5.20. Trong các số tự nhiên từ 290 đến 500 những số nào chia 
eho 4, 5, 7 dư lần lượi lì 3, 4. 5% 

5.21, Tìm số Lự nhiên nhỏ nhịt sao ebo kbí chia nó eho 7, 5. 
3,1 ta được cá. số dư làn lượt Dì 3, 2, 1, 9. 

5.22. Trên trựa hoành hãy thì tất cả các điềm ngúuvồn mà tại 
đỏ tá dựng dược đường vuêng góc với trục boành cÃt, 
ceÃ bu đường thẳng sau dây Lại ác diều: nguyêu: x=2+5y, 

=I+8y x= 3 + lly. 

5.23. HAy tìm tất cả các điềm nguyên mà tại đó ta đựng những 
đường thẳng vuông góc với hai trực tọa độ cÃt cÃ bá đường 
thẳng sau đây tại các điềm nguyên: 2x—~3y =4, 5x —7y >2, 
3x + ðy =% : 

5.21. Giải SáS phương TH nguyên : 

a) x 2~ay? =H b) x?—0y =1; c) x#~13y2=1; d)x?~31y2=1; 
e) x? — đly? = 1, 
5.25. GIẢi phương trình vô định 3x? -¬y? =E.. 
5,26, Giải phương DẠNG vô định : 
(x—~1)# + x? +(x +? =y? + +, 

522, Tìm tất cÃ eáoc số nguyên đương n sao cho hai số 3a +†1 

và ?nÍ cùng là những số chỉnh phương. 


5.238. Giải phương trình nguyên xh+tx= 2y1. 


5.29. Tìm eáø số tam gió trà Dinh phương của chúng lại là 
một số Lam giác. 


5.30. Chứng minh bằng sơ cấp (không sử Trc cm về 
phương trình Pél) rằng: öấn A =n +! (a TÀ số nguyên 
đương) thì phươ ng trình ._——=I eó vô số nghiệm nguy n, 


5.31. Giải phương trinh x?-Ay? = —l1 trong tập hợp các số nguyên 
với Á là một số nguyên đương không là chỉnh phương. 

5.33. GIẢI phương trỉnh nguyên xÌ—2y#=~—1, 

5.83. Giải phương trình nguyên x.- y3. 


185 


5. 34. a) Chứng mình rằng với kìà mội số hữu tỷ, đường 
thẳng y = kx—1 cÁI đường tròn xŸ + yŸ = Í lại tất cả 
các điềm liữu tỷ của đường tròn. 

b) Áp dụng kết quả đó tìm tái cả các nghiệt nguyên đương 
của phương trình xŸ + yổ = z9, 

5,35. Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình 

xh+ yì= z2, 
5. 36. Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình 
x? + 9y? = 2, 

5. 37. Chứng minh rằng phương trình x?+ v = 3z1 không có 
nghiệm nguyên l:hác không. 

38. Tìm nghiệm nguyên đương của phương trình 

x?”+ y? +z2=u., 
5. 39. Tìm nghiệm nguyên đương của phương trình 
x?+ y? +z? tu) = Ở, 

5. (0. Cho biết các cạnh kề với góc 6ô” của một tam giác có 
số đo là những số nguyên. Tìm hai cạnh ấy. 

541, Biếtrằng góc của mội tam giác bằng 1202 và hai cạnh kề 
nó có số đo là những số nguyên. Hãy tìm độ dài 
cạnh ấy. 


œ 
h 


hai 


5. 42, Chứng minh rằng phương trình xŸ + 3y! = z* không 
có nghiệm nguyên khác không. 


5. 43 Chứng minh rằng phương trình xí + 2y! =zt không có 
qghiệm nguyên khác không. 


5.44. Chứng minh rằng hai định lý sau đây tương đương với 


nhau ‡ 
x 3 z 
Định lý 1: «Phương trình — + <ÝŠ- = —— khêng có 
b4 z x 


nghiệm nguyên dương ». 
Định lý 2: «Phương trình uŸ + về = tÌ không có nghiệm 
nguyên dương », 


5. 45. Chứng minh rằng với mọi số nguyên n >2, phương 
trình : x” + y° =z” không có nghiệm nguyên dương 


1 
W= 


x,y,# Yới z€ 1 + 
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BÀI THỨ St 


LÝ THUYẾT ĐỒNG DƯ 


§1. ĐỒNG DƯ THỨC 


Trong bài này chúng ta sẽ nghiên cứu quan hệ giữa 
các số nguyên về phương điện số dư trong phép chia 
ắc số nguyên cho một số tự nhiên. 


1 — ĐỊNH NGHĨA ĐỒNG DƯ THÚC 


1. Định nghĩa. Cho m là một số tr nhiên khác không: 
Ta nói hai số nguyên a và b là đồng dự uới nhưu lheo 
trôđưn mì nếu treng phép chia a và b cho m ta được 
cùng mội số dư. 

Khi a và b đồng dư với nhau theo môđun m ta viết 

a = b (medin) (1) 

Hệ thức (1) gọi là một đồng dư thức. 

Vị dụ 9 =3 (modđồô); 5 4 @nod6); 8s 3 (mod). 

3£ 


2. Các điều kiện tương đươ Ahó Ê định nghĩa. 

Định lý. Các mệnh đề sau đâu là tương đương: 

(#) đ == b (modm); 

(b) mịa — b; 

(C) có số nguyên ! sao cho a = b + mứ. 

Chứng mình. Ta sẽ chứng mỉnh (a) + (b) = (c) + (Aa). 

(aA) se (b). Pheo dịnh nghĩa của a = b (modrmn), la có 
a = mq¡ +r, b=ing; +r.q‹, qạ, r€ 2, 0 Xr<m. Tử 
đó ta được a — b = m(q; — q:) tức là mì ¡ a — b. 

(bồ) =(€). Giả sử m¡a — b, khi ấy ắt có tCZ sao tho 
a — b= ml, nghĩa là a = b + mt, t € Z. 
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(©) mg (a;, GIẢ sử có số nguyên † sao cho na = b + nứt. 

Gọi r là số dư trong phép chia a cho m, nghĩa là 
a = mq; +r.q¡ r € Z. 0 <r<m. 
Khi ấy ta có 

b + mf =mdq; +r 
hay là 

b= m(q; —t) +r, 
trong đó qị — t là một số nguyên và 0<r<m. cho 
nên số dư trong phép chía b cho m cũng là r, nói khác 
đi a = b (modn). 

Định lý được chứng mình. 

Định lý này cho phép ta lấy mệnh đề (b) hoặc mệnh 
đề (e) trong định lý (hay cho định nghĩa khải niệm đồng 
dư. Trong thực lế người ta hay dùng các mệnh đề (b) 
hoặc (©) hơn, bởi vì các mệnh đề này đưa khái niệm 
đồng dư về các khái niệm đã quen biết là chia hết và 
bằng nhau có thề diễn tả bởi các đẳng thức. 

Chúng ta chú ý rằng, trường hợi đặc biệt a =0 
(nodin) có nghĩa là a chia hết cho m. 


II — CÁC TÍNH CHẤT CỦA ĐỒNG DƯ THÚC 


1. Quan hệ đồng dư là một quan hệ lương dương 
trên tập hựp số ngujên, nghĩa là nó có các tính chất 
đơn giản sau đây: 

đ) ĐỞi mọi số nguụên q ia có a œ qa (inodin); 

b) nếu a = b (mod) thì b = a (modm); 

€) nếu a =b (modm) 0à b=c (modm) thÌ a œ C 
(modm). l 

Chứng minh. a) Với số nguyên a tùy Ý ta *e 

a—a=0; mnênsq œ 8 (Ui0din). 
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b) Từ a = b (modm) fa có m ¡a — hà, khi Ấy cũng có 
„2 | b— a cho nên b = a (modm), 

©) Từ a == b (moädrn) và b = e (ni6d.n) ïa có m:¡a—b 
và m |b— e, khi ấy m !t(a — b) +(b —c©) hay m I a—c, 
„ghĩa là a mm có (modm). & 

2.a) Ta có thề cộng hoặc trừ tùng øw mội của nhiều 
“ồng dư Lhức theo cùng một môsdan. Cụ thề là nếu có 
„ = b, (modm), ¡ = I, 2,... k thì ‡a cũng có 

ai + a¿ -+-... + ai m bị +, .. — by (modm). 

b) 7a có thê nhân từng nẽ mộ! oới nhau niiều đồng 
đứữ (hức theo cùng một môdun. Cụ thề là nếu có aị¡ + bị 
(moam), ¡ = 1, 2,... k thì ta cũng có aias... a, == bịbạ... 
b¿ (modm). 

(hứng minh. Từ a¡ = bị (modm), ¡ = I, 3,..., k suy ra 
Ất có tị @ Z. ¡ = I, 2,.., k sao cho 

a¡ = bị +mtị¿, ¡ = 1, 2,..., k. (2) 

Cộng (hoặc Irủ; từng vẽ một các đẳng thức (2) la sẽ 
được 
ai +fạ +... + ay = bị +bạ+...+obị Em (tị + tạ =b...-1—!¿). 
Đẳng thức này chứng tổ . 

8¡ + 8a +... +8. -s bì CD; +... + bè (modm). 

Ta lại nhân từng vẽ một các đẳng thức (2) La sẽ đirợc 
một đẳng thức mà ở vẽ phải, ngoài số hạng là tích 
bịbạ... bu còn các số hạng khác đều cỏ Ít nhất một thủa 
SỐ I1 nên la có 

aras... 8, = bịbg... bạ + mt. t€ Z. 
Đẳng thức này chứng tô” 
Gas... #4, sa Dị bạ... Dự (modm). 

3. Các hệ quả của tính chất 2. 

a) Tu có thề thêm ào hay bớt đi cùng tội số bảo 
hai oẽ của một đồng dư thức, nghĩa là nếu tạ có 


lão 


a = b (modm) 
thì ta cũng có 
a +-c =b + c(modm) 
với c là một số nguyên tùy ý. 

Chứng minh. Thật vậy, theo giả thiết a = b Genodm) 
và theo tính chất Í ezze (modm) nên áp dụng iính 
chất 2 ta được a +-ec = b + (modm). 

b) 7q có thề chuyần 0ẽ các số hạng của niột đồng 
thức nhưn;) phải đồi dấu của số hạng l2. ngiĩĩa là nếu 
có 


1° + €=œ b (modm) 
thì ta cũng có 
az=b —e (modm), 
Chứng mình. Từ đồng dự thức a + c£=b (mođm), áp 
dụng hệ quả trên bằng cách cộng vào hai vế của nó 
Với cùng một số (—c) ta sẽ được a = be (modm). 
©) 7q có thề thèin ào hai bới đi ở mội bề của một 
đồng cư thức mội bội cảt môdian, nghĩa là nếu tá có 
a sz= b anuodm) thì ta cũng có 
a +kmiszb (mođini) với mọi k€ Z2. 
Chứng minh. Thật vậy ta có a = b(modm) và kmi==O 
(modrn) nên áp dụng tính chất 2 ta được 
a + km =b (modm) 
d) 7a có thề nhân hai sỹ của một đồng dư thức uới 
cùng :nội số nguyên †ày ý, nghĩa là nếu ta có 
a = b (modm) 
thì ta cũng có 
ac = be (modm) với mọi c € Z. 
Chứng mình. Thật vậy ta có a = b (modm) và c=e 
(modm) nên áp dụng tính chất 2 ta được ac = be (mod). 
e) Ta có thề nàng lên lũ thừa Đặc nguyên chương 
tùu Ú hai oề của một đồng dư thức, nghĩa là nếu có 
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a sz b (mođm) 
thị (a cũng có 
a" zzb" (modm) 


với n là một số nguyên đương. 

Chứng mính. Ấp dụng tính chất 2 bằng cách nhân 
đồng dư thức a =œ b (mnoilm) với chính nó lừng về mội 
n lần, chúng ta được kết quả cần chứng mình. 

g8) Giả sử (2) = daaP + dc connỦ +2. + đi + đc là 
112! dạ thức uới hệ số nguyên. Vền Ta CÓ 

œ = 3 (mGCdiin). 
thì ta cũng có 
f (+) =fŒ) (modin) 
Đặc biệ! nẽếu fq có 
f(z) =z Ủ (modm) 
thì ta cũng có 
f(xz+km) = 0 @nodm) mới coi K@ Z2. 
Chứng mình. Theo giá thiết š DĐ (noöern) do đó 
a¡ø! = ¡BÍ (modm) với ¡= I1, 3, .., mm. 


Từ đó ta được 

am" + an jx9—Ủ +22. c812 cE 8, =r An" + Ra ¡80! cà + 
~- 8/8 + a¿ (Hhodin} 

nghĩa là 
f (z) = f(8) modm). 

Đặc biệtvì a=z + km Q@nol a), E € Z2, nên (2) 
:: f(xz + km) (modm). Nhưng f2 =: 0 qñ¡od;:) nên 1a 
căng có f(z + km) = 0 (Gioem). 

4. 7a có thề chía đói bề của tội đồng dự Hiức cho 
mội óc chung của hai 0Š, nguyên số nói móaan, Qụ thề 
là nếu †a có 

œạc : c (modm) và (c, m) = Í 
thì ta cũng có 


141 


an = b (modm), 
Chứng mình. Theo giả thiết ác = be (nodm} vậy m 
Lúc — be hay m ị c(a—b). Nhưng (cumm)= 1 nên ta phải 
có m¡ac-b, nghĩa là a = b G0nodm). x 

§. a) 7d bó thề nhân hai oẽ 0à môduna của một đồng 
dự Lhức 0ởi cũng mỘội SỐ ngưyền dương. Cụ thề là nếu 
ta có a == b (modm) 
thì cũng cỏ ac += be (modmc) 
với œ là mội số nguyên dương. 

b) 7a có thề chia hai 0ế 0ú môdttn của mội đồng dư 
thức cho một tước chung dương của chúng. Cụ thê là 
nếu ta có a = b (@nodm) và õ >0, ó j(a, b, m) thì la 
cũng có 

A_ ng b_ (moa T3) . 
ó ề ô 

Chứng mình. a) Theo giả thiết a = b (nodm) vậy có 
SỐ nguyên t sao cho a=b +mi, Nhân hai vẽ của đẳng 
thức này với ec ta được ae=:bc+-nicl, nghĩa là ac = be 
(modine). 

b) Từ giả thiết á Ị (a, b,m) ta đặt a =áa¿, b= bị, m= 6m, 
với a, bụ„ mị € Z. Nhưnga=b-+imt nên ¿ai=bi+oimiE 
Chia cả hai về cho ð ta được ai = bị + nụ t nghĩa là 


ai =b¿¡ (modm,) hay là ¬. __-P (moa Tj: 
ó ề L 


6. Nếu hai số q uà b đồng dư oới nhau Theo nhiều 
môdum thi chủng cũng Mồng dự oới nhìu thco môdun 
tà BOCNN của các mỏdun dó. Cụ thề là nếu ta có 

a = b (modin,), t1, 2,...., k 
thì ta cũng có 
a œ b (modm), 
trong đó m=ími, 1,..., Iny}. 
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chứng minh. Thật vậy theo giả thiết a-b là bội 
“hung của mụ, mạ,..., mạ nên a—b cũng là bội của m= 
lăn, mạ,..., mụ] nghĩa là a =« b (modm). 

7. Nếu a nà b đồng dư 0uớt nhau theo môđun mm thì 
chúng cũng dồng dư uởi nhau theo môdun là ước của 
na. Cụ thể là nếu a m b (nodm) và 6 | m, ö > Ú, thì la 
cũng có a = b (mod4). 

Chứng mình. Theo giả thiết m ¡ a—b nà 6 [1m nên 
ð ¡| —b nghĩa là a m b (mod ð). 

8. Vău q 0à b dồng dư oới nhau theo imnôdun m thì lậđp 
họp các ước chung của ä cà m tràng oới lận hợp 
các ước chung của b nà m, Đặc biệt {da có (d, 1)=(b, mộ. 

Thật vậy, bởi vì a = b anodm) nên Ất có t € Z sao 
cho a=bx+mt. Đẳng thức này chứng tổ rằng tại hợp 
các ước chung của a và mì (rùng với tậu hợp các uóc 
chung của b và m, và do đó ta có (a, m)=(b, mì. 


8 2. CÁC LỚI? THẶNG DƯ 


I_-HỆ THẶNG DỰ ĐẦY ĐỦ 


1. Định nghĩa. Cho rù là rhột số Lự nhiên lớn hơn 1, 
khi ấy tập hợp H={0, !,... m~— 1} gồm các số nguyên 
đôi một không đóng dư với nhau theo möđún mì và inỌi 
số nguyên đều đồug dự với một số nào đó của H, 

Thật vậy với a, b€ll, a ~Ð tá có Ö << ta—b I ‹< tr nên 
a sẽ b (modm). 

Giả sử x là mội sò nguyên tùy ý, thế thì ất có cập 
SỐ nguvên “q, ? sao chợ x=qm+r, Ø šJ r< cm, Cúc hệ 
thức này chứng tỖ x =r (modin).rc H. 

Hệ các số nguyên H= ƒ0, 1..., m—I | được gọi là hệ 
thăng dư dầu đủ inodudt  kiuong qui nhà nhất, 
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Tồng quát ta có định nghĩa: một tứp hợp H những 
8Ò nguyên dược gọi là mội hệ Ihặng dư đầu đủ iheo 
trôđun mí (viết tắt là hệ TDĐĐ modm) nếu và chỉ nếu : 

—€ác số nguyên trong HH đôi một không đồng dư với 
nhau (heo rm~ỏđun m; 


—=mọi số nguyên đều dong dư theo modun m vơi 
một sẽ nào đó trong H, 


Mỗi một sẽ nguyên của H được gọi là một /hững đư- 

2. Ví dụ. 

a) Với m = 6 ta có {0, 1, 2, 3, 4, 5} là hệ thặng đư 
đầy đủ không ân nhỏ nhất: {—2. —!1:0. 1, 2, 3] là một 
hệ thăng dư đầy đủ giá trị tuyệt đối nhỏ nhất. 

b) Hệ thặng dư đày đủ môđun m sau đây được gọi 
là hệ hăng dc đầu đủ giá trị tuyệt dồi nhỏ nhất: 

H=|-= §= TH Ty "—= ị nếu m là số lễ; 

2 2 B) 


ˆ 


mg Tu 8E sẽ Shei [hoặc là 
2 2 2 
H=|- = +t1— sự» si „ [nếu m là số chẵn. 


3. Tính chất 
a) Mỗi hệ Lhặng dư đầu đủ môđun m đều gồm mm 


thặng dư. 

Chứng mình : GiẢ sử H là một hệ TDPBĐ modm, thế 
thì H gềm cé đúng m số. Thật vậy, nếu H cé nhiều hơn 
m sế thì trong HH sẽ có it nhất hai số có hiệu chia hết 
cho m (bài tập 3a) bài thứ nhất), nghĩa là treng H có 
hai số đồng dư với nhau theo mêđun m là điều không 
thề được. Nếu H có ít hơn m phần tử thì trong hệ {0, 
1,2, .., m—I1} sẽ có hai số cùng đồng dư với một sỐ 
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nào đó trong H, từ đó suy ra rằng trong hệ {0, 1. 2... 
m—1] có hai số nào đó đồng đứ với nhau theo môđun 
mn cũng là điều không thề được. Vậy Hcó đúng mì thăng 
dư. 

b) Mọi hệ gồm mm số nguyên đôi một không đồng dư 
Đới nhau theo môdun m đều hợp thành một hệ thặng 
dư đầu đủ môódun m.- 


Chứng mình. Giả sử H—[a¿, au ... Am . | là hệ gồm 
m số nguyên dôi ruột không đồng dư với nhau theo 
môdun 1n. fa phải chứng mỉnh rằng mỗi số nguyên x 
đều đồng dư với một số nào đó thuộc H. 

Bằng cách chia ag, ai, ..., 2u_¡ cho mì ta được 
ai = m¡ + Fị, q¿ tị € Z0 <Xr¡ <Sm, i=0, 1,..„ m—I, 

Dễ thấy rằng lập hợp {r¡ | i=0, 1,..., m—I1]† là tập 
hợp {O, 1,.., m — I1}. Thật vậy với i+j,0 <i, j< 
Sm — 1 thì rị © rụ bởi vì nếuri¡ =rụ thì ta có a; =a, 
(mnodm), ¡ :< j, trải với giá thiết là các phần tử của H 
đôi một không dòng dư với nhau theo môđun m. 

Giả sử x là một sẽ nguyên tùy ý, chia x cho m ta 
được 

x =mdqd + r, q.r€ 2”, 0<r<m. 

Từ đó r phải là một số rị nào đó với i=0, I, ..,m—Í 
và x re=r (modm). Bởi vậy x =r¡ (medm) và VÌ a¡ ==r, 
(moẩm) nên x zz a, (medin) với ¡ nào đó (0 <i<&m~—Ì). 

e) Cho ứ là môi số ngưuên nguyên lố øới mí nà b là 
một sẽ nguuên lùi. Ú. Kni ấu nếu œ chạu qua một hệ 
thqng 4ư đúu đủ môdnn dị thì aa + b cũng chạu qua 
một hệ thăng ®@ư cày đủ m®#un m. 

Chứng mình Giả sử x chạy qua một hệ thặng dư đầy 


ˆ đủ mođun tt Í Xi, xạ, .., Xe | La phải chứng mình [axi+b, 


axs + b,.... ax -++- b} cũng là một bệ thặng dư đầy đủ 
môdun m. Theo tính chất b) ở trên ta chỉ cần chứng 
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mỉnh rằng với Í >= j (1 <i. Í <m) có ax; + bseax,+b 
(modm). Thật vậy nếu như ax;¡ + b =ax¡ +b (mod), 
Mộ ax¡ = aX¡ (modm) 
từ đó do (a, m) = Í ta có 

xị = Xxị (modm), Ì ©}. 
Điều này là không thể được vì x; và xị là hai thặng 
dư khác nhau của một hệ TDIDĐ modm. 


I — CÁC LỚP THẶNG DƯ 


1. Giả sử H = |a¿, ai, ... Aa_-i| là một hệ TDĐĐ 
modtu. Ta xét bộ phận a¡(¡ = 0, 1,.., m— 1) của tập 
hợp số nguyên Z xác định như sau: 
ai = [xCZIx=a¡ (modm)], ( =0, 1,..., m— 1). 

'Ta gọi 34, A„,.... Am_¡ xác định như thế là những đớp 
thăng dư theo môđun m. 

2. Giá sử H = |d¿, dụ ... đm_vÌ là một hệ TDĐĐ 
tnodin. ÑÄhi ấu ta có: 

m-_i 


bì a:f1a; =2, i©j(0<ij<m—1). 


Chứng mình: 


mn—ÏI m_i —— 
a) Rð ràng |) a,C Z. Ngược lại ta có ZC 3u, 
i=0 i=0 


thật vậy giả sử x € Z. khi ấy ắt có a; (0 <i<m~- 1) 
đề x = a; (modm), nói khác đi x € a¡. 
m~Íi 
_ Điều này kéo theox € j si 
: >0 
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_ b) Ta chứng mính với ¡ + j (0«&¡i, j<m ~— j) thì 
a¡ ai =ó. Thật vậy nếu a; fŸ a¡ +© ở ĐỒ ất có x Gai 
và xa, tử đó suy ra x=a¡ (modm) và x = q; (modm), 
và từ đó ta có a¡ = a; (modm). Điều này là không thê 
được vì ai, ta, là hai thăng dự khác nhau của một hệ 
TDĐĐ modm. 

3. Tập hợp các lớp thăng dư đầy đủ môdun m, ký 
hiệu bởi Zm, có m phần tử. Gọi các phần tử của Zm là 
À¿, Át .. Ám.¡ (A SẼ ĐÓ 
Zm = {A4 Áu ... Am] = [8e Su íá Ai] = EÔ, 
.„ TR — TỊ. 

Ta có thê định nghĩa một hệ TDĐĐ modm là một 
tập hợp gồm các số nguyên lấy ở mỗi lớp thặng dư ' 
môđun m một và chỉ một số. 

4. Tát cả các thăng dư của cùng một lớp thăng dư 
có cùng các trúc chủng 0ới môđun, nói riêng có cùng 
ước chung lớn nhối oới môđun. 

Thật vậy, điều này suy ra trực tiếp tử tính chất 
8, lI, § 1. - 

Ước chung lớn nhất của các thặng dư của cùng một 
lớp thăng dư với môđun được gọi là tưrớc chung lớn 
nhất của lớp dó ớt rnôđdttn, hay trong những lúc không 
sợ lầm lẫn ta gọi là ước chung lớn nhất của lớp đó. 

Cụ thề là nếu đ=—(a, m) với GA thì ta đặt (A, m)=d. 

Nếu tước chung lớn nhất của một lớp với môđun mà 
bằng I thì la nói !ớ/ø› đó nguyên lõö với ;môdung- hay 
không sợ lâm lẫn gọi tắt là lớp nguuên lõ. 


T+ 


IH — HỆ THẮNG DƯ THU GỌN 
1. Các lớp thặng dư thu gọn. Cho Zu là tập hợp các 
lớp thặng dư môđun m. Bộ phận LÀN gồm các lớp của 
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2m, nguyên tố với môđun, được gọi là tập hựa các lớp 
lhàng dư thu gọn mmôdun 1m. 


z1 = |AÁ € Zm|(A, m) = IỊ. 


Hệ quả. Tộp hợp Z° có đúng q(m) phần tử. 
Thật vậy, la có Z„ = {Ô, 1,..,m=——1 |} che nên 
Z? = [a Z„ | (a, m) = Í,0<a <&m-—lÌ 

mà trong tập hợp {0, 1,..., m— 1} só gm) sỐ nguyên tố 


với m. Vậy Z° có œ(m) phần tử. 


2. Hệ thăng đư thu gọn. Treng mỗi lớp eủa Z° La lấy 
Ta một và chỉ một thặng đư thì La có một Lập hợp những 
.sSố nguyên được gọi là mỘội hệ (hãng dư thu gọn theo 
+nôđún m (viết tắt là bệ TDTG modm). 

Vậy một tập hợp K gồm những số nguyên được gọi 
là một hệ thăng dư thu gọn môdun m nếu và chỉ nếu : 

— đôi một các phần tử thuộc K không đồng dư với 
nhau theo môđun m; 

— các số trong K đều nguyên tố với môđun m ; 

— mỗi số nguyên tùy š nguyên tố với mỏđun m đều 
đồng dư với một số nào đó thuộc K. 

Người ta oũng nói đến hệ TDTG môdun m không mm 
nhỏ nhất và hệ TD7TG modm giá trị tuyệt đối nhỏ nhất- 

ý dự, m = 6 ta có [1, ð} là hệ TDTG không Am nhỏ 
nhất; { - 1, 1† là hệ TDIG giả trị tuyệt đối nhỏ nhất, 

Nếu m = p là số nguyên tố thi {1, 2,....p— 1] là hệ 
thăng dư thu gọn không âm nhỏ nhất và thêm nữa p>2 
thì {— p= cá =2, —1, 1, 2,.... PCÍ Là hệ thặng dư 


thu gọn giá trị tuyệt đổi nhỏ iihất. 
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4$. Tính chất của hệ thạng đư thu gọn. 


q) ỗi hệ thăng dự Thu gọm môđun mœị đều gồm @(m) 
thạàng dư. ~ 


Thật vậy, diều này suy ra từ hệ quả ở trên là tập 
hợp 2* có đúng q(m) phần tử. 


b) Aloi hệ gồm q(1m) số nguUên nguyên lố 0oới m bà 
đòi mội không đồng dư öới nhau theo môdun m lập 
trên THÔI hệ thăng tr thị gen môsdun m. 


Chứng mình, GIÁ sử K = [gu ga‹--- 8r(m) | (øu m)=1, 
Ø. +“ ế¡ (modm}, ¡ ®© j, Í < ¡, j < œ(m). 

Đề chứng minh K là một hệ TDTG modm ta còn phải 
chứng minh mễi số nguyên nguyên tế với m đều đồng 
dư với một số nào đó thuộc K. 

Bằng cách chia gi, 82... 8@(m) cho m ta được 
8¡ = mẠ¡ + Tụ đụ rị € Z2 Ð <S rị < m, (Ì = Í,2,..., am), 

Dễ thấy rằng tập hẹp Í rị | =1, 2,..., @(m) } là tập hợp 
|x<Z|0<x<m, (x, m) = I|, Thật vậy, với ¡ = 
= l,2,..,q(m), ta eó (rụ, m)=(6im) = Í ; mặt khác r¡<s<r; với 
ij(1 <Sï j<qœ@m)) bởi vì gị s6 gị (nedm) và 0<r;, r;<m, 

Giả sử x là một số nguyên tủy ý nguyên tố với m và 
x=m.;-+-r,q,r€Z,9-‹<r<m. Từ đây ta oÓ xzaứt 
(modu¡) và (r, mâm) = (x, m) = Í. Nhưng 9 <r <m nên 
" phải là một sế r¡ nàe đó với ¡ = Ì, 2,..., g(m), nghĩa 
là x = r¡ (modm). Tử x =rị (modrn) và ø¡ = r¡ (nodm) 
ta suy ra x =Ø¡ (modm) với ¡ nào đó mà 1 < ¡ <q„(m), 

c)ì Cho ứ là một số nguyên nguyên lố oới m. Khi ấu 
nếu & chạu qua một hệ TDTG modm thì aœ cũng chạu 
qua mội hệ TDTG medm. 

Chứng mình. Giả sử x chạy qua hệ TDTfG modm 
| Xu Xa... Xe£m)}, khi ấy | axi, aX¿..... AXe(@n)} cũng là 
mội hệ TDFG modm. Thật vậy, đây là một hệ gồm 
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@(m) số nguyên nguyên tố với m bởi vì (a, m) = l và 
(xu, m) = 1 (¡ = 1, 3,..., @@n)). Hơn nữa với i<s=j¡(1 <& ï, 
j <Xg(m) la có ax¡  ax; (nodm), bởi vì nếu ax; = ñx 
(modm) thì do (a, mỳ = Í la có xị = xị (modm). điều 
này mãu thuẫn với việc x¡ xà x; là hai thặng dư khác 
nhau trong một hệ thặng dư thu gọn mmôđun m. 


§3. ĐỊNH LÝ ƠLE VÀ ĐỊNH LÝ PHÉCMA 


Trong tiết này chúng ta chứng minh hai định lý quan 
trọng bằng công cụ đồng dư thức. 


1— ĐỊNH LÝ ƠLE 


Định lý. Cho mm là một số tự nhiên khác 0 oà a là 

HÔI số nguUên nguyên lð 0uới in. Nhi ấu ta có 
a@(m) = ƒ (modlm). 

Chứng minh. Ta cho x chạy qua hệ TH FG maodm 
không âm nhỏ nhất {ru Ta». Po(@m) |. Khi đó tập hợp 
{ar, ATzs...s ®F@(m) |: là một hệ TDTG modm. Gọi sị, 
Ses--+› S@(m) là các thặng dư không ầm nhỏ nhất tương 
ứng cùng lớp với ari, afa›.... afœ(m) thì (a có 

ar¡ = S¡ (modm), 
8ra = Sz (modm), 
8T@(m) ='S0(m) (modm}. 

Bằng cách nhân từng vẽ của L (m) đồng dư thức 
này ta được 


\ữaÿ 2 S8 Suunÿ (modm). 


Bởi vì Tụ Pa.„... giứng Ì và Sử Sa to Suy; cùng là hệ 
TDTG không địa thế nhất nên ta có... ... 
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aØ9("} rưrz..,r 


FỊTa... Fs(m) = Si8a “.. 5œ(m) 
từ đó 


(m) tra... F 
a£ TỊT¿ q@im) 


Nhưng tích rưa... Tem) nguyên tố với m vì tửng 


thừa số của nó nguyên tố với m, bởi vậy ta có thề 
chia hai vẽ của đồng dư thức trên đây cho T¡ rạ «. 
F œfm) ta được 


mỉ. (modm)ạ 


a 9Œm) + 1 (modm). 


II — ĐỊNH LÝ PHÉCMA 


1. Định lý 1. Cho plà một số nguyên tố ouà a là một số 
nguJen không chia hết cho p. Khi ñụ la có 


a?-Ì = 7 (modpỳ. 


Chứng minh. Ấp dụng định lý Ơle cho trường hợp 
ma = D là một số nguyên tố thì œ(p) = p — 1 và điều 
kiện a không chia hết cho p có nghĩa là (a,p) = 1, ta 
dược định lý Phécma. 


2. Dạng khác của định lý Phécma *% 


Định lý 2. Cho p là một số nguyên tố uà a là mội số 
nguyên lùu ý. KhL ấu ta có / 


qP sz da (1nodip). 


Chứng minh. Nếu pị a thì hiền nhiên a? = a (modp), 
còn nếu p không chia hết a thì thev định lý Í ta 
có a?~! mí (modp) và sau khi nhân hai vẽ của đồng dư 
thức này với a ta được a? = a(modp). Vậy íừ định lý 1 
ta suy ra được định lý 2. Ngược lại đễ dàng từ định 
lỷ 2 ta suy ra ngay được định lý 1 (4.II, §1). 
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II - CÁC VÍ DỤ ÁP DỤNG 


Định lý Ơle và định lý Phécma có nhiều ứng dụng. 
ở đây ta nêu lên một vài ví đụ về việc tìm số dư trong 
phép chia một lũy thừa cho một sế đã cho. 


Ví dụ 1: Tìm số dư treng phép chia 3!°° cho 13. 
Theo định lý Phécma do 13 không chia hết 3 và @(18)= 12 
ta có 8!? =ã 1 (mod13) 
Hơn nữa 100 = 12.§ + 4 cho nên 
3199 — (3!?3%, 31 =— 34 taodBV 
Nhưng 3“ = 81 = 3 (mod13) nên ta có 
31099 = 3 (med13), 
nghĩa là dư treng phép chia 3!'® cho 13 là 3. 
Ví dụ 2. Tìm số dư trong phép chia 1091” cho 14 
Bởi vì 109 =—3 (mod14) nên 109? = (- 3)*'5(mod14) 
Theo định lý Ơle từ (—3,14) = 1 ta có 
c—39C9 z 1 (modl4) 
nhưng g(14) = 6 nên 
(—3)® = 1 (med14). 
Hơn nữa 345 — 6.57 + 3 cho nên 
(—3)⁄" = [(—3)8]5” (—3)` = — 27 (mod14), 
và tR —27 => 1 (medl4) 


ta được 109?! = 1 (mod14), nghĩa là số dư trong phép 
chia 19095 cho 14 là 1. 


Ví dụ 3. Tìm số dư trong phép chia 2!3 cho 100. Ta 
thấy rằng (2,100) = 2 và 100 = ??5?, bởi vậy trước hết 
ta hãy tìm số dư trong phép chia 2!°! cho 25. 


Tử (2, 25) = 1, theo định lý Ơle ta có 
2065) —_ 


(25) = 20. 
t3a 


=m Ì (mod 25) _ là 2??? =1! (mod 25) bởi vì 


Mặt khác 151 = 11 (nod 20) : 
uiên 2!°' = 21 mod 25) và đơ 2 = 2048 = — 2 (mod25) 
ta cỏ 
21! = —2 (med 2ð). 
Từ đồng dư thức sau củng ở trên sau khi nhân hai 
vẽ và môđun của đồng dư thức với 4 ta được 
213 =. — 8(med100), 
hay là 
23 = 99 (med 100), 
nói khác đi, số dư treng phép chia 23 cho 100 là 92, 
Ta cũng có thề nói rằng khi viết số 2! trong hệ thập 
phân thì hai chữ số tận cùng bên phải là 92. 


BÀI TẬP 


&.1. Chứng mình rằng 
a) 100a-+10b+c =320 (mod21) khi và chỉ khi a—2b-Ldc = 0 


(mod2l); 
b) 3° = —I (medi@) khi và chỉ khi 3°†#  —I1 (mod10) 


6.2. Tim số dư trong các phép chia 
a) 8! ehia cho 11; b) 15327—1 ohia cho9; e) (12371294-34)28 
chia cho 111. : 
6.3. Chứng minh rằng 


a) 22011989 + ¡¡g89220) aa220119 ; rọy, 
b) 625*! + ø"?? ¡ 8 (n =0, 1, 3,...), 
6.4. Hãy nghiên cứu đấu hiệu chia hết chơ 
2; 3; 4; 5; 6¡ 7; 8; 9; 1Í 
của cáo số tự nhiên viết trong hệ ghi số thập phân. 
0.5. Chứng minh rằng với m, n là hai số tự nhiên lễ, ta có 
I8 + 2®“ +... + m9 z0 (modm). 
ñ.6, Cho p là một số tự nhiên lớn hơn 1. Chứng minh rằng các 
mệnh đề sau là tương đương: 
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a) p Hà số nguyên fố; 
k « 
b) Cụ “= 0 (modp), với mọi k = 1, 2, ... p— 1ÿ 


k 
e C1 = (-1" (modp) với mọi k*= 0, 1,.„ p—t. 
67, Cho m và n là hai số tự nhiên khác không. Chứng minh 
rằng nếu a == b (modm") thì a” z b" (modm®?)), 


6.8: Chứng minh rằng 


: an 
a) 27 ==T— 1 (mod#*tÙ),n =1,2....; 
b) Có nhiều vô hạn số tự nhiên a thỏa mãn a | 2 + 1. 


6.9. Chứng minh rằng 
a) Với m là một số Lự nhiên lễ ”> I1 cho trước ta có 


Mì * _ 
(m — 1`” = -- Imodmf*), n = 1,2, ...; 
b) Có nhiều vô hạn số tự nhiên a thöa mãn a |2ˆ* +1. 


6.10. Cho mi, ma,..., mẹ là những số tự nhiên lớn hơn 1 đôi 
một nguyên tố cùng nhau, b là một số nguyên tùy ý. 


m 
Đặt m = nụm2... mụ và ai SE —— s i = 1, 2,... kè 

mì 
a) Chứng minh rằng khi xi, xa, sến xx lần lượt chạy qua 
các hệ thặng dư đầy đủ môđun mí, môđun mạ, ..., môdun 
mụặ thì atXt -† aaxs FT... + akxk † b chạy qua hệ thặng dư 
đầy đủ môđun m. 

b} Chứng minh rằng khi xị, x2,.... Xk lần lượt chạy qua các 
hộ thặng:dư thu gọn môđưn mị. môđun ma,.... môdun mẹ 
thÌ aiXi + aaX¿ CĐ... CĐ akxk chạy qua hệ thăng dư ẢnH gọn 
mòđun m. 

6.11. Chứng minh rằng mỗi lớp thặng dư môđun m vê và chỉ 
gồm k lớp thăng dư môdđun km. 
6.12. Chứng mình rằng nếu (a, m) =Í và @, Ð lA hai số tự 
nhiên sao cho % == B (mod @ (m)) thì ta có a" =aäÊ modm), 
6. 1ã. Tim sở đư trong các phép chia 
a) 09? chia cho 11; b) 3'' chia cho :83; _) 5”9 +75? chia 
&o 12: d) 3:67 +4. chịa c cbo-182;:e):8ð'”°. chia cho 125; 


$ 


gì 1018 +10, M: 36!9 chia kv 
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ˆ 


+,1“, 8ø) Tìm lai clữ số tận cũng bên phải của các sỐ sau 
đây viết trcng ]ê ghi cơ sở thập phảân‡ 
„999 „ Cài "- 
b) Chứng minh rằng hai chữ số tận KS. bên phải (viết 


trong hệ ghi cơ số thập phân) cña s và là như nhau. 
6.15. Chứng mính rằng 
kệ đn+] 
sa) 29+ 872 ; 13; b) 20) —1 † 1181/61; e) 3Ÿ +8 ? 11 
tn=0, 1, 2,..); đ) 22 ° 7+3 ¡ 19(n=0,1, %..); e) 291, 
“LÍ ;¡ n (với n là số tự nhiên lễ. 
6.19. Chứng minh rằng 
„ 8) Với (a, 240) = L ta có 8° — 1 ¡ 240; 
b) Với (a, 5) =1 ta có a t+34°°—4 ‡ 100; 
c©) Với số nguyên tố p>>7 ta có 3P —2P —1 ; 4p. 
,6.17 4a) Tìm tất cả các số tự nhiên n sao chon |2n—l. 
b) Tìm tất cả các số nguyên tố p sao cho p[ 3P +1. 
6.18. Cho m và n là hai số tự nhiên lớn hơn 1 nguyên tố 
củng nhau. Chứng minh rằng ˆ 
mf(8) + n#ŒH)— 1 (mod mm). 
6.19. Cho p là một số nguyên tố lễ. Chứng mính rằng với hai 
số tự nhiên m, n khác 0, ta có 
am =1) + an — NˆẾŸ (moáp) khi và chỉ khi a==0 
(mod pì. 
6.320. Chứng minh rằng nếu ai +az+... +an = 0 (mod30), thì 


5 5 5 
aị Ê ay +... + an S0 (mođ30), 


6.321. Chứng mính rằng 

a) 199 +23? +... + 1000 = ~1 (modlf); 

b) Với p là một số: nguyên tố lẻ ta có: 

1+2” +... +(p—1)” = —E (nodp) nếu m #0 (mod (p1): 

h2" +...  (pToPÐ” =0 (modp) nếu m s&0 (niod(p —1)), 
6.32. Cho p là mội số nguyên tX lễ, Chứng minh rằng 

ủ) PT +aPTĐ?+..+a+I s80 thodp?): 

b} a #= 1 (modp”) khi và chỉ khi aP mm 1 (moqp'*Ð, 


tế 
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6.23. Chứng minh rằng 


a}" Với các số tự nhiên a lớn hơn b và np lớn hơn †1 thì môi 
ước nguyên tố của a^-b* hoặc là ước của n¡Š — b với s là 
ước thực sự của n. hoặc có dạng nk*Èt1. 

b} Với số nguyên tố p >2 thì ước nguyên tỐ của aP—1 hoặc 
là ước của a—1 (a “=!) heặe có dạng 2pk+l. Đặc biệt, ta có 
trớc nguyên tố của số Mp=2P — 1 (p là số nguyên tổ lễ) có 
đạng 2pk+l. 


6.24. Chứng minh rằng: 
a) Với các sẽ tự nhiên a, b và n >1 thì mỗi ước nguyên 


tố của a"-+†b" heặe là ước của a°+bŸ với s là ước thực sự 
của n, hoặc là có dạng 2nk+I1. 

b) Với số nguyên tế p >2 thì ước nguyên tố của aP-+1 hoặc 
là ước của a-l heặc cẻ dạng 2pk+.l. 
6.25, Chứng minh rằng: 

a) Nếu a và b là hai s5 tự nhiên khác O0. aguyên tố cùng 
nhau thì mỗi ước pguyên tố lễ của a ”+b” phải có dạng 4m + 1. 


b) Nếu a và b là hai số tự nhiên khác ð, nguyên tố cùng 
nhau thì mỗi ước nguyên tố lễ của a2+bŸ phải có đạng 
2+” m+1. 


6.26. Chứng minh rằng 

a) Có nhiều vô hạn số nguyên tố dạr¿ 2pk't1 (p là một ›số 
nguyên tố lễ cho trước). 

b Có nhiều vô hạn số nguyên tố dạng 2°? k+1 (s là một sö 
tự nhiên cho trước). 
6.27. Cho p là một số nguyên tố và hị, hạ,... Bạ là những số 
tự nhiên khác 0.. 

8) Chứng minh rằng ta có: 


(hi+ha+... + bà)P Z= (hỀ + hD +. + hệ) (modp). 


b) Từ kết quả câu ä) suy ra định lý Phếema. 
©) Từ định lý Phécma ở cảu b) suy ra định lý Ơle. 
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BÀI THỦ BẦY 


PHƯƠNG TRÌNH ĐỒNG DƯ 


§I. PHƯƠNG THÌNH ĐỒNG DƯ VÀ NGHIỆM 
. CỦA PHƯƠNG TRÌNH ĐỒNG DƯ 


}— PHƯƠNG TRÌNH ĐỒNG DƯ MỘT ẦN 

1. Định nghĩa. Phương trình đồng đư một ần là một 
đồng dư thức có dạng 

f(X) — 4¿x" + aixnn! +... + au ¡x + aạ =0 modm), (Ú 
trong đó m, n là những số tự nhiên khác không. Các số 
nguyên a„, a¡,..., an được gọi là các hệ số, x được gọi là 
ân của phương trình đồug dư. 

— Nếu với sẽ nguyên x=x„ ta có đồng dư thức bằng số 

f(x,) = 8 (medm), 

thì ta nói rằng phương /rình (1) nghiệm đúng uới 
+ = +ọẹ. hay là # = + nghiệm đúng phương trình (1). 

Ví dự. x = 5 nghiệm đúng phương trình x2? + 1 =0 
qanod13) vì ta có 53 + 1 = 26 = 0 (mod13). 

—Giải một phương trình đồng dư là tìm tập hợp các 
giá trị nghiệm đúng phương trình đồng dư đó. 

2. Phương trình đồng dư tương đương. 

— Ta nói hai phương trình đồng dư 


gŒ) = 0 (modm,), 
và h(x) = 0 (modm¿) 
là trưng đương 0uới nhau nếu như lập hợp các giá trị 
nghiệm đúng phương (trình này trủng với tập hợp các 
giá trị nghiệm đúng phương trình kia, 
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— BẰng cách biến đồi tương đương. ta có thề đưa 
việc giải phương trình đồng dư đã cho về giải phương 
trình đồng dư đơn giản hơn tương đương với nó. 

Ví dụ. Phương trình 

(x? + I) (3x? -L 6ö) = 0 nod9› 
tương đương với phương trình 
x? -+- 2 =0 (nođ3) 
hay là 


` 


= + 1 (mod3). 
Thật vậy, giả sử với số nguyên x = xụ„ ta có 
œŠ +1) (3x2+60= 0 œnod9). 
Chia cả hai vế và môdun của đồng dư thức cho 3 ta 
được (x2 + D (3+ 2) ==0gnođ3) „ 


Nhưng x2 + 1 không chia hết cho 3 và 3 là một số 
nguyên tố nên œ2 + 1,3) = I, từ đó sau khi chia cả 
hai vẽ của đồng dư thức ở trên cho Xế + 1 ta được 


xŸ+-2 = 0 (mod3) 
° 


hay là 
xã — i1 =0 (mod3), 
(ŒXo + Í) (X¿ — 1Í) =0 (mođ3), 
Do 3 là một số nguyện (ố nên ta có hoặc xạ — Í=Q0 
(mo¿l3) heặc xạ + Í =0(mnodl3) tức là hoặc x„= I(n1ođd3) 
hoặc xạ = — l (mod3). 


Ngược lại giả sử số nguyên x = xe thỏa mãn hoặc 
X¿ = Í (modä) hoặc x„ = — Í nod3) khi ấy dựa vào 
các tính chất của đồng dư thức ta được 
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x2= I (mod3) 
ơ 


hay x2+ 2 =0mod3), 
e 

từ đồ Œœ%x2 + 3x2+ 6) =0 mod}. 
o ° 


3. Bậc của phương trình đồng dư 

— Trong phương trình (I) ta có thê giả thiết a¿ không 
chía hết cho m. bởi vì nếu a„ = 0.(modrn); :hì ta có thề 
bỏ số hạng aax" ở phương trình (1) đi và ta được một, 
phương trình tương đương. 

— Trong phương trình (1) ta có thề đưa các hệ số a„ 
3i, 8a Về các số nguyên không âm nhỏ thua m. 

— Trong phương trình (Í) nếu a„ z& 0 (modim) thì ta 
nói rằng n là bậc của phương trừùuh dồng dư (1). 

Ví dụ. Phương trình 12x? — 7x! + x? + 6x + 8§=0 
(mod3) có thề viết dưới dạng 

3. 4x5 + 3(—3) x! + 2x' + x? + 3.2x +3.2+ 2=0 
(mod3) nên phương trình đã cho tương đương với 
phương trình 

2x4 + x? + 2 =0 (mod3) 

và bậc của nó là n = 4, 


H HỆ PHƯƠNG TRÌNH DỒNG DƯ MỘT ÂN 


1. Cho hệ k phương trình đồng dư một ần 
f¡ œ%) = 0 (modm;), 
k (x) -=" (ÓC ẠaP, œ 


f¿ (x) = 0(modm(). 
Nếu với số nguyên x = xạ ta có k đồng dư thức bằng 
SỐ Í;¿ (X,) == 0 (modin;), ï = 1, 2,...,k 
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thì ta nói x¿ nghiệm đúng hệ phương trình (1l). 
— Giải mội hệ phương trình đồng dư là lùn lập hợp 
các giá trị nghiệm đúng hệ phương trình đồng dư đó- 
2. Cho hệ gồm l phương trình đồng dư 
đi %X) = 0 modm? 3 


6Ø: (X)= 9 q@uodin, » ửĐ 


gi) = 0 (nodm, }- 


Ta nói hệ phương trình (ŒỌ và hệ phương trình (D là 
lương đương với nhau nếu tập hẹp các giá trị nghiện 
đúng hệ phương trình (Ù trùng với tập hợp các giá trì 
nghiệm đúng hệ phương trình (D. 

Ví đự. Phương trình 

Œ? + 1) (x? + 2) = 0 (mod15) 
tương đương với hệ phương trình 
.. + 1==0 (@nod5), 
x?+ 2= 0 (modä). 
Thật vậy, giả sử với số nguyên x = x„ Ía có 
œ2 +1) œ2 + 2) = ÔÖ (mod 15) 
thì ta cũng có (7. H, §1. B.6) 


Gỗ + D GỖ +2) = 0 mod) và x2 + D œ2 +2=0 
(@nod3) lại vì œ5 + 2,5) = I nên lừ œộ +1) 2+ 2y =0 
(mođ5) ta được x; -+ l=0(modð5› (4.LH, §1. B.6). 

Tương tự như vậy la cũng có X. +2 =0 (@nod3) bởi 
vì x2 + D œỞ + 2) = 0 ghođẩ) và (x2 +:1,8)= l1. 
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_ Ngược lại giả sử với số nguyên x= x¿ ta có 
x + I=0(mod5› 


và .. xã + 2 =0 (tmodä›. 


Khi ấy ta cũng có (3. d) II §1. B.6) 
(x) + 1) (x) + 2) = 0 (mod5) 


và (x) + l) (x? +'2) =0 (no43). 


Từ hai đồng dư thức nấy và do 3 và 5 là nguyên tỏ 
Củng nhau ta được (6.]I§1, B.6) 


(x? + l) (x2 + 2) = 0 (modlã).. 


— HI- NGHIỆM CỦA MỘT PHƯƠNG TRÌNH ĐỒNG DƯ, 

P . NGHIỆM CỦA MỘT : PHƯƠNG TRÌNH ĐỒNG DƯ . 
tý đan : 

“đe Nghiệm của một phường trình đồng đực 

a) Ta biết rằng nếu số nguyên +=z„ nào đó nghiệm 
đúng phương trình (1) Fhì tất cử các số nguyên. Thuộc 
lớp +z = +#¿ (mỗdm) tức là tất cä các số nguyên có dạng 
x =x,+ km (k €Ÿ) đều nghÌm đúng phương trình 
()(3g, H §.1.B.6y: Khi" ấy: fa nói lớp x=x, V0) là 
một nghiệm của phương trình đồng dư Œ). x` 

, vậy nếu số nguyên xo nghiệm đúng Phương trịnh €) 
t6Ế lá nỗi lớp thăng dư Xe - nodm) là một ,nghiệm của 
P ờng Trừnh (1). - 

'*§} Rẹ quả. Số nghiệm cẩn: một. phương. lrình sân 
đu Thẻ módun m khổng t 0ượi quá ?n. 

"lu này l hiền nhiễn bởi vĩ LA 'có m phần tử, 

xu vậy đề. tìm nghiệm của một phương trình đồng 
đt ta chỉ việc lần lượt cho x lấy các giá trị của :một 
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hệ thặng dư đầy đủ và thử xem giá trị nào nghiệm đúng 
phương trình đã cho. 
Vị dụ. 
Bằng cách thử qua hệ thặng dư đầy đủ {0.+ 1+2] 
ta thấy phương trình 
3 + 1= 0 (mod5) 
có nghiệm duy nhất là 
x = — l (mes5). 
Bằng cách thử qua hệ thăng dư đầy đủ {0, + 1,+ 2. 3] 
ta thấy phương trình 
xŸ — x + Ï =0 (med€) 
không có nghiệm. - 


2. Nghiệm của một hệ phương trình đồng dư. 


a8) Nấu số nguUên %+ = me nghiệm dúng hệ phương 
trình (1) Lhì tất cả các số nguyên thuộc lớp x = X‹ 
(modlim) trong đó rn =[Tfm, tuy..... my], đều nghiệm đúng 
hệ phương trình (CŨ). 

Thật vậy, nếu f¡ (x,) = 0 (modm,), ¡ = 1, 2,.., k thị 
f,( Su) =,0 (niodm) , ¡ = 1, 2...., k (6IIL.61. B.6.. Từ đó 
với số nguyên t tùy ý ta có (3g.H. ạ1, B.6) 

f¡ %Xạ + mL) 0 (modm). ¡ = 1, 2...., k, 
suy ra 
f,(x¿ + m[) =œ 0 (modm,), ¡ = 1,2.....k.- 

Điễu này chứng tÖ rằng tất cả các số nguyên thuộc 
lớp xe @nodm) đều nghiệm đúng hệ phương trình (). 

— Nếu số nguyên x„ nghiệm đúng hệ phương trình 
Œ) thì ta nói lớp thặng dư xe (modm) (trong đó m = 


[m¡. m¿.¿.., ray }là một nghiệm của hệ phương trình đồng 
dư (hD. 


Vị dụ x = 2 (mod 15) là ruột nghiệm của hệ phương 
trình: : ch : ˆ 
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là + 1 == 0 (mod5), 
2 


+ 2 >= Ð (mod3). 


IY ~ PHƯƠNG TRÌNH ĐỒNG DƯ VÀ 
PHƯƠNG TRÌNH VÔ ĐỊNH 
Phương trình đồng dư thực chất là phương trình vô 
định, điều này được cụ thể hóa bởi mệnh đề sau đây : 
Giả sử ƒ(+) = q„ +" + da ~h®—! +... + au là một đa 
thức 0uới hệ số nguyên, b là mội số nguyên khác không. 
Khi ấu hiền nhiên rằng phương Irình uố định 
ƒ{t) + bụ = 0 
tương dương 0ới hệ 
[1 lbị}, 
„_— x) 
y =—- 
Ví đụ. Phương trình vô định 
x+õy + 1=0 
tương đương với hệ 
x3 -+ 1 = 0 (mod5), 
{ _ X8 +1 
=——E- - 


. Phương trình đồng dư x? + ¡ = 0(mod5) có nghiệm 
duy nhất là x = — 1 (mod5), tức là tất cÄ các số nguyên 


x.=- l+ ðt t=0, +1... nên phương trình vô định 
x?~+ öy + ! = 0 có nghiệm là 
X= — 1 +ốt, 
— 3- : 
l› = -(—1150 +1 =. +ÍỈ ~_ 3t; lãtt — 2509 


với t = 0,-Ek 1... 
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§2. PHƯƠNG TRÌNH ĐỒNG DƯ BẬC NHẤT MỘT AN 


Trong tiết này chúng ta xét phương trình đồng dự 
bậc nhất một ần đạng 
.. 8x = b (modm) Œ1) 
đi nhiên ở đó a z0 (modm). 
"Su Ì hương trình ltˆ ` có nghiệm khi uà cHỉ khi dị b. 
trong đỡ d = (q, mỳ. 


Chữừng minh, GIÁ sử số nguyên xạ nghiệm đúng 
phương trình làn nghĩa là ax,=b (mođin). T ừd=(, IẾ) 
ta có diaxu Nhưng tập hợp 'các ước chung của ax, 
với in trùng với tập hợp các ước chung của b với m 
cho nên do đị ax, và dị m ta có dị, 


Ngược lại giả sử ¿đlb _nghịa, là b=bị d với bị là một 
SỐ nguyên nào đó, 'Khi ấy từ giả thiết ¡d = (a,m) át có 
Cặp sỐ nguyễn x¡, y¡ SaO cho, aX; + mi = d, nghĩa là 
ax¡ = d (modm), Tử đây. ta có 

abixi ='HH (nơảe)' 
hay là 
a (bịx;) =b Gmodm. `... 

Đồng dư thức sau, cùng, này chứng tổ Xe  Š “bị xỉ 
nghiệm đúng phương trình q, 

2. Nếu (u,m) = {1 thì phường trình (1) có nghiệm du 

rrhất. 
"'CÑHg mừth, “Phật vậy, tác eHò :x' hy: : qua: một hệ 
thắng ưử đầy đứ lu đùñ th Khi ấy vì (am) = 1:dên:ax 
đĩng ChạŸÿ'dưa xñột hệ tiếng dư đầy đủ môđun m, đo 
đó ắt có duy nhất số ngửyếñ 'ki:i@ao' cho ax„-cùng:lớp 
với b theo môđun m, nghĩa là 


#9 .. gu, Xo HỶ= b (mod). - 1T Ỷ 
Vậy phương "trình (1) có nghiệm duy. nhất là'# = x„ 
(modm). 
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3...VâÌ “file d > Ð nđ W l g: Thì phương trình (1?) 
có đúng ‹Í nghiệm. l 

Chứng minh Từ giả thiết (&, m) = ` đ vã dị b tá có 
a=aid,rn= UAH, d với (au, HO =1 vã B =b,d. Khi ấy 
phương trinh “CD tương đương với phường trình aix=bi 
(nodimj). Bối vĩ (4„mj) = † Hêh phương trình arš = bị 
tniotHnij) có nghiệm duy nhất, ehẳh#' hi đào ¬. 


x=1xe @nođm,), 


Nhưng trong lớp thăng dư xX=Xo (modmi) có đúng đ 
nhiệm của phương trình .A?, là d, lớp thăng dự theo 
môđun. m xác định như, sau : ` 


Xe ¬ Gaodm); 


X 

x = Nụ, .+:1my -_ (modm0;: 
x = x„ + 2m4 (modm), 
X=X„, + 'đ—TÐ) 1—ị, (moäm), l 


Thật vậy, giả sử œ là một thăng. đư nào đó thuộc lớp 
x = xạ (modm;) nghĩa là œ = xo (0iodim). Khi đó át có: 
SỐ nguyên t sao cho “& = X¿ + mị (. Bằng cách chía + 
, cho d, chẳng hạn ta:được t = dq +r, 0 < r<<d, khi 
đó z = xa + mị r + (m, d›q = Xe + m,r + mg hay 
là œ = xạ; + mịt (tmodm) nói khác đi z thuộc vào lớp 
xz= #¿ + mại (modn) vói r nào đớ (<r<<d—1).: 

Ngược lại giả sử « thuộc lớp. xe==xzrr km; (modm) với 
k nào đó (0 <:k < d—1) nghĩa là œ = x„ + km; (nodm), 
Khi đớ:ta cũng có ø =s x; + kily (modimz}:vì mị là ước 
của m, do:đó: œ:e=:X; vì an0dmije nói. kbác đi œ thuộc. lớp 
x= Xọ (modmi).: 


Hơn nữa với Hệ s1 (0 < kỹ ".= 1} tả có 
km; + Imi (0 SŠ km; lim c TH”) rên, 
`. km sz x;¿ + lhìy (Hôđyn}, 


Vậy ta đã chứng minh được rằng phương trình (1) có 
đúng d nghiệm nếu như (a, m) = d >Ivàởđ|b. 

Vị dụ. Phương trình 10 x==15 (mod 35) có (10,35)= 5 |15 
nên nó có 5 nghiệm. Cụ thề là phương trình đã cho 
tương đương với phương trình 2x =3 (mod7) mà 
phương trình 2x = 3 (mod7) có nghiệm duy nhất là 
x = ö (mod7) nên phương trình đã cho 10x = 1Š (mod35) 
có 5 nghiệm là 
- x =ö, 12, 19. 26, 33 (mod 3ã). 

4. Cách ác định nghiệm của phương trình (1). 

Ta chỉ cần xét trường hợp phương trình ax = b 
(modm) với điều kiện a và rnn nguyên tố cùng nhau. 

a) Cách thứ nhấi. Chia cả hai vẽ cho a. 

— Nếu a 1b thi ta được nghiệm của phương trình (1) 
là 


X s. (modm). 
a 


~ Nếu a không chia hết b thì đo (a,m) = ¡ ắi có 
số nguyên k, l <k-<a— ¡ đề b+ km là bội của a, 
từ đó phương trình (1) có nghiệm là 
b+ km 
X ==® ——————— 
a 


(modm). 


Ví dụ. Giải phương trình 3x = 1 (mod?). 

Phương trình đã cho tương đương với phương trình 

1+ 2.7 
3 


3x = ] + 2.7 (mod7), nên ta cÓó x = (mod 7) 


hay là x = 5 (mod7) là nghiệm của phương trình đã cho. 
Cách xác định nghiệm như trên là đơn giản song chỉ 
tiến hành được trong trường hợp đễ dàng thấy ngay k 
hoặc trong trường hợp a là những số nhỏ. 
b) Cách thứ hai. Dựa vào định lý ƠIle. 
._:.Từ giả thiết (a,m) = 1, theo định lý Ơle ta có 
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a#9Œ®? 1 (modm). 

Nhân cả bai vẽ đồng dư thức này với b ta có thể 
viết : 
a (ba#(@n) — 1) = b (modm). 

Điều này chứng tổ tằng phương trình (Ì) có nghiệm là 
x = ba#Œm)—! anodm). 

Ví dụ. Giải phương trình 5 x =3 (mìod9). 

Phương trình đã cho có nghiệm là 
x = 596)—! , 3 (mod9) 
x == 5°,3 (mod9). 

5?= —2(mod9) , 5= — I(mod9), 5?=2 (mod9). 
65-3 = 6 (mod9). Vậy nghiệm của phương trình đã cho 
chính là x = 6 (mod®). 
c) Cách thứ ba. Dùng liên phân số. 
Ngoài giả thiết (a,m) = 1, ta có thề giả thiết thêm 


rằng i<<a<<=m: sau khi khai triền ` thành liên. 
a 


phân số : 
m h ` =... 
"". {q¿; 4:--.. đa ] = % 
ta có m = P„ và a = Q,. 
Theo tính chất của các giản phân thì 
su aP,... — mỢ,~„¡ = (— Í)" 
hay 


aP¿-; =(— Í)" (nodm). 
Nhân cả hai vế của đồng đư thức này với (— 1)°b ta 
được # : 
s. a [(— 1)°bP,_¡] = b (modm). 
„Đồng dư thức này chứng tổ rằng phương trình (1l) có 
nghiệm là 
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x =.vT— 1b Pa¿i (mioäm). 
V¿ đụ. Giải phường trình Ÿ‡x 3 (mod 97). 
Ta có = = [5: 1,2, 2,2] và P,-;= 40 nên phương 
7 
trình đã cho có nghiệm là ` 
x==(— 1)'.3. 40 (mod 97) 
bay là `“ x= 23 (mod 97). 
Như vậy là vấn đề phương trình đồng dư bậc nhất 
đã được giải quyết hoàn toàn. Ta đã. biêt phương ¡trinh 


đồng dư ax = b (modm) có. thề coi là phương trình vô 
định ax+my=b mà ở đây la chỉ lưu ý đến ần x mà thôi. 


§3. HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐỒNG DƯ 
BẬC NHẤT MỘT ẦN 


Trong tiết này chúng ta sẽ xét một hệ gồm k phương 

trình bậc nhất-một ần dạng 
x = b;(modm;), : 
x=b; (mod ma), ¬ (D 
x = bạ¿ (modm¿). 

Có thê nói rằng việc giải các hệ phương trình đạng (l) 
là bước cuối cùng của việc giải một phương trình đồng 
- dư hay một hệ phương trình đồng dư. Đề cho tiện tạ 
gọi m là bội chung nhỏ nhất của các môđun mị, mạ,...,01% 
và gọi đị; là ước chùng lớn nhất của các cặp môđun mụ: 
mị với mọi ¡, ‡ = 1, 2,.., k. 

1. Nếu hệ phương trình (1) có nghiệm thÌ nó có nghiệt m 
duụ nhất. 


Chứng hình. “Thật xây, giả sử ø, N- nghiệm . đồng, “hệ, 
phường trình (1) X nh: là (a có 
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_& = bị (modin;), ¡ © 1, 22..: 
và PB = bị (modm,), ¡ = 1, 2,..., k 
cho nên œ =B (modm;), ¡ = 1, 2,.., k. Tử đó suy ra 
rằng œ = B(modrh). 


Vậy các nghiệm x = ø (modm› và # =Ð (qmodm) của 
hệ phương trình (D là trừng nhau. 


2. Nẽu hệ phương trình (1) cỗ nghiệm thì dị; là ước 
của bị — bị uới mọi ¡, J= 1, 9,..., É, 


Chứng mình. Giá sử hệ phương trình '(Í) có _nghiệm 
là x =x;¿ anodm) nghĩa là ta có 


xạ = bị anodmj, ¡ = 1, II 
“Nẽt hai đồng dữ thức trong k KINT dư thức này, là 
Xe = bị (modm,), và x¿ = b, (modm,). 


Bởi vi (mị, mỹ) =:dị > 0 nên từ hai đồng dư thức tiên 
ta cũng có (7. H. §1,EB.6); 


xạ = bị (modđ;;) 
và xạ = bị (mod,;). 
Từ đó suy ra bị — bý =0 (@modd,) (2.IT. § 1. B.6), nghĩa 
là tu ] bị C= bị, ` ñ “ : : 
$. VểU' mỹ, mỹ,.... nụ nguyên tổ càng nhau từng đôi 
mội thì hệ p0 nữ trùth (l) có nghiệm. 
ChHữHg mình. GIÁ thiết đị; = (mụ, mạ = 1, í j Í, 
= 1, 2,.., k ta sẽ chứng minh rằng hệ phương trình (Ù 
có nghiệm bằng phép qui nạp toán học theo k. 
Xét hệ hai phương trình l 
».= bị (@modm,), 
: kx= bạ (nodm;) . 
với (es ng) = 1- 
lệ hai phương tình riày tướng: đương với hệ 
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= bị + m(t,- 

bị + m¡i = by(modm;) 

với t là mội số nguyên. 
Bởi vì (mạ, mạ) = 1 nên phương trình 

m¡t = bạ — bị, (modm;a) 
có nghiệm, giả sử là t = t¿ (modin;) tức là t = tạ+ mạu 
với u là một số nguyên tùy ý. Thay giá trị của 1 vào 
biểu thức của x ta được 


x = bị + mị(t¿ + mạu) = bị + mịt, + Imymạ¿u, VỚI 0 = Ô, 

+ ni: +2.... Vậy hệ hai phương trình ở trên có nghiệm là : 
x = x¿ (modinim¿). ở đó xạ = bị + mịt,. 

Bây giờ giả sử mệnh đề đã đúng với số tự nhiên 


s >2 ta phải chứng minh mệnh đề HE, đúng với số tự 
nhiên s + I. 


Thật vậy ta hãy xét hệ s + l phương trình 


x = bị (modm;), 
( x = bạ (modm;), 


"¬.. q1 
x = b,(modm,), 
x = b,,; (mO đdm¿+¡). 


trong đó mị, mạ,..,, mu, mu¿; nguyên tố củng nhau từng 
đôi một. 


Theo giả thiết qui nạp, giả sử hệ s phương trình 


x == bị (moam;), 
x = bạ (modm,), 


x = b, (modm,) 
có be à) là x = xạ (modm, mạ...m,). Khi ấy bởi vị 
mụ, Tạ,..., Tạ, mại nguyên tố cùng nhau từng đôi một 
cho nên tạ có thề thấy được rằng hệ phương trình (1l) 
tương đương với hệ hai phương trình : 
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X == X; (H)Ođm¿ina,.. nạ), 
ị = b¿¿¡ (modms¿¡). 

Từ điều kiện mị, mạ,..., m;, m;„; nguyên tố cùng tiof6 
từng đôi một ta có tích mạn... my nguyên tố với mu¿¡ 
cho nên hệ hai phương trình trên đâygcó nghiệm là 
X = Xgứi (modm.m;... m.m;,;) đó chính cũng là nghiệm 
của hệ phương trinh (HH). Định lý đã được chứng ninh. 
'- W đụ. Hệ phương trình 

== 2 (mod3), 
3 (mod5), 


—— 
II 


. 2 (mod?7), 
có nghiệm là x = 23 (modi05). : 
4. Nếu dụ tà ước của bị—bị 0uới mọi | j = 1, 9,..., khi 


hệ phương trừnh (l1) có nghiệm. 

Chứng mình. Ta sẽ chứng mình rằng hệ phương (rình 
(l1) tương đương với một hệ phương trình bậc nhất mà 
các môđun nguyên tố cùng nhau từng đôi mội. Giả sử 
bội chung nhỏ nhất mm — [m;, mạ,..., mụ] của các môđun 
my, mụạ,., mụ có đạng phân (tích tiêu chuần là 
m = pƒ p2 ..pe. Khi ấy các môđun m¿ (1<t<k) 
có thề viết dưới dạng 


mị = ph pÊt „. pPP ta 1, 2,..,k 


0 <Bu <az., 1= Ẵ 32,.... T 
Với mỗi t = 1, 2.., k phương trình x =b, (modm,) 
jương đượng với hệ phương trình 
x =b¿ (modp nh b 


x==bự emoapP! » 


Hà 
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_ Bởi vậy hệ pHươrgt trĩnh '4ÿ tương đương với hệ 
gồm kr phương trình - 


Í x=b; (moäpÊ!h, 
x = bạ moän vã (ủUb 


”.  x. 

Trong hệ phương trình (HI) với mỗi l (1< l]<<r) ta 
có một hệ gồm k phương. trình mả tất cả các môđun 
đều là lũy thừa của củng ¡một số nguyên tố p¿. Ta hãy 
nghiên cứu hai phương trình tùy ý của hệ phương 
trình này. 


x= = bạ (modp) 


Í x= N (modpP") » 


: x= bị (nodpfD),. } N vi 
trong đó giả sử Bà <Bu, †<i, j<k. 

VỆ đi ụ.= (mỹ, mị) | bị — by nên ta cũng có phịp bị—b, 
(do p°h= = (pPt, ph là ước của dụ, Từ đó ta có 


bị = b; (modpi hy. 


Như vậy mọội số nghiệm: đúng phường trình thứ nhất 
của hệ (IV) cũng nghiệm đúng phương: trình thứ hai 
của nó, do đó hệ phương trình (IV) tương đương với 
phương trình thứ nhất của nó. Nói. một cách khác với 
mỗi I (1<l<<r) bai phương trình bất kỷ (trong hệ k”" 
phương trình ứng với Lấy) tường đương với phương 
trình có môđun lớn hơn, do đó hệ Phương trình này 
ứng với ! cố định (1 <Il< Tì tương đương với phương 
trình có môđun lớn nhật trong hệ: mở 1nôđun lớn nhất 


đó chính là P : giả  s sử ¿đỡ 'Í§ #hứơng trính 
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x==Xị (modpf ¬ 
với xị là một b. nào đó t—l, 2„.. s K}- 


Ta lập luận nhự Vậy với mọi l=t, 2... . r, kết quả 
sẽ là hệ phương trình (I) tương đưcng với hệ TH 
4rinb 


xm==XI (moáp"' » 
lL x==xi @nodpZ”), 


x=x. (modpr}, 


trong đó các môđun p{ „Pa „-› P,. nguyên tố cùng 
mrhau# từng đôi một: Hệ phương trình này theo kết quả 
ở điềm trên có nghiệm, đo đó hệ phương trình: (): có 
nghiệm và mệnh đề được chứng:minh.. 
ö. Cách: thực 'hành đề xác ku „up của hệ phương 
lên ảninh (1» 


a): trước hết, ta hãy xét. lô yG: TẠI hệ: Th ? phường 
trình: 


-‹ = b¿, Rihione' ¬—. 
= bạ, 


" s8 š : M = Š 
với: gilấ: thiết. đà — iPfo*iix TÃ: ước Sa đà KIỂN 
Phương trình thứ: miất được :thỏa› naẩp‹với tất. Sài¿ cắt 
sốingúyốm x  bi-rmrt với E€ /Z. Bây: eiờ::tw bãy xác 
đinH2cdáoc sổ: nguyên tsaó cHo. x cũng Phim nung 
: phương trình thứ hai, nghĩa là 
x=b¡+mit=b› cRođma)ˆ 
Như vậy có thề nói: Xử “: hờ SHÊ trình trên tương 
đương với hệ 
bi ;hug sử tự 
ị keitiod =Tx (aadiisj: 
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Vị đ;;¿ — (m¿, mạ) là ước của bị — bạ nên phương trình 
bị + mịt = b; (modm;) tương đương với phương trình 
THỦ và e0 d ( mod -h), 

dị địa 
Nhưng (mò: ¬) = l1 nên phương trình đồng đư 
địạ dạ 


này che la nghiệm 


t=t (me4 =_- ) 
- địa 


hay là 


mạ 


ta F u, với mọi u €Z. 
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Thay giá trị của í vào biều thức tính x ta được tập 
hợp các giá trị của x nghiệm đúng hệ hai phương trình 
đang xét là 

x=b;+m, (t.+ Bi u}= b, + mạt, +} -UU? 

: địạ dạ 
hay là x = x, + [m,, mạ] u, với x„ = bị +mt, Vậy 
x = xe (mod [mị, mạ}) là nghiệm của hệ hai phương 
trình đang xét. 

b) Đối uới trường hợp hệ gồm k phương trừnh (k>>2y 
thì ta bắt đầu giải hệ hai phương trình nào đó của hệ, 
rồi thay trong hệ phương trình đã che hai phương trình 
đã giải bằng nghiệm tìm được, (ta sẽ được hệ gồm k— I 
phương trình tương đương với hệ phương trình đã cho. 
Tiếp tục như vậy sau k — 1 bước ta sẽ được nghiệm 
phải tim. : 

©) Ví dụ. Giải hệ phương trình 

x= 5ð (med6), 

x= 8 (modi5), 
x =— l (med 12), 
x= .13(mod35). 


Ũ 


174 


— Hệhai phương trình 
x = ö (mod6) 
ị x =8 (mođi5) 
tượng đương với hệ 
: x=8+ li, ` 
8 + l5t =5 (mod6). ¡ €7. 
Phương trình 8 + lỗt=5 (modũ) cho ta 3t—=_— 3 
(mod6) hay là t= —Í (mod2). Vậy ta được nghiệm 
của hệ hai phương (trình đang xét là 
x=#+ l5 (—l) (mod [6, !5]) 
hay là . 
Tà x=_—- 7 (med3\), - 
Đo đó hệ phương trình đã cho tương đương với hệ 
phương trình 


xz=— lI(mod12), 
x = l3 (mod35). 
[.ại giải hệ hai phương trình 
x = — 7 (mod30), 
ị x= _— lI(modl2) 
ta được nghiệm của nó là x = 23 (mod60) và đo đó hệ 
phương trình đã cho tương đương với hệ phương trình 
x = 23 (mod60), 
x = Í3 (mod35). 

— Giải hệ hai phương trình này ta được nghiệm của 
nó là x = 83 (mod420), đó đồng thời cũng là nghiệm của 
hệ phương trình đã cho. 

Chúng tu nhận thấy rằng hệ phương trình _ 

x==b; (modmy), = 
x m bạ (modm;), ˆ 


{ x=—7 (mod30), 


IÁ x =œ by (modrny} 
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thực chất là hệ phương trinh nguyên 
x= m,(t; + bị = _mata + bạ = .‹( = thyfy -+ bự, 

trong đó mạ, mạ,...., mẻ "và bị, bạ,.... bự là những số 
nguyên cho trước và mị, mạ,..., my là những số tự nhiên 
khác 0. Các kết quả vừa tìm được ở trên cho ta điều 
kiện cần và đủ đề hệ phương trình nguyên 

mịt:i + bị = mala + bạ —... c mựfựy + bẹ œ) 
Eö nghiệm nguyên là : 

đụ = _ mụy mụ) | bị — bị 

với mọi ¡, j = 1, 2,..., k. Đồng thời với cách thực hành 
giải hệ phương trình: d ta cũng có cách thực hành tìm 
nghiệm nguyên của hệ phương trình (1). 


§4. PHƯƠNG TRÌNH ĐỒNG DƯ THEO 
MÔĐUN NGUYÊN TỐ 
Nhận xét. Xét phương trình. đồng đư. 
fŒ&%) = asx" + "ANH Si xu sE tu = 0 (modm), q) 
trong đó. a„ s=0, (modm)_ và giả sử m = P P> ĐC 
đà, dạng phân tích tiêu chuẳn, của môđưải m. đu 
: “) Phương trình ko óc hú 2 dương Ti hệ pường trình 
fe) =.ủ modbi Uy 


lrci=o _ 5 /PNPEUIK Mi TY? 


ˆ ¬ v6 VU 


fŒ) =0 mbdpE 3 


Thật vậy, giả sử SỐ. nưnyRh te. nghiệm đúng phương 
„ #rình () nghĩa là f(x¿)xm@:(@6edre), khi ấy ta cũng có 


Ètt. 


txạ 0 (mod Đệ» i= 1, 2,.„ k vì LẦN là ước của m, 
Nói khác đi x„ nghiệm đúng hệ phương trình (b. Ngược 
lại, nếu số nguyên x„ nghiệm đúng hệ phương trình (D, 
nghĩa là ta có các đồng dư thức f(X¿)ì =0 (mod Đề 
ì — 1, 2,.., k thì ta cũng có f@&¿) =0 (@nođm) vì m là 
bội chung nhỏ nhất của DĐ Đ. gửi Đề tức là xe 
ngiiệm đúng phương trình (CĐ. 


Như vậy việc giải phương trình (Ù) đươc đưa về việc 
giải ˆHb0hE trình dạng 


f(x) =0 nodp*:. 
trong đó p là một số nguyên fố và « > l1; và cuối cùng 
là giải hệ phương trình bậc nhất một ần dạng 


œ1. 
x = b, (mod pị Xã 


x = bạ (mod Đà: 


| x = bụ +i80Ñ Đẹ ĐX 


má ta đã xét ở tiết trước (§ 3: 


Ta chú ý rằng nếu một trong các phương trình của- 
hệ (D vô nghiệm thì hệ phương trình ấy và do đó cả 
phương trình (1) vô nghiệm. Còn nếu như mỗi phương 


trình f2 = 0 (mod P„_ có sị nghiệm (i = 1, 3,..., k) thì 


hệ phương trình ( và do đó cả phương trình (Í) có 
Š = SỊ, Sạ... s, nghiệm, 
x) Nếu số nguyên œø›„ ngiiệm đúng phương trình 


_ƒ@Œ) = 0 (modp*›, « > 1 œ 
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thì z„ cũng nghiệm đúng các phương trình 
ƒ(©) = 0 @nodp®, B = I1, 2,..., œ — 1. 

Điều này là hiền nhiên và từ đó ía suy ra rằng khi 
giải phương trình (2 ta chỉ cần tìm các nghiệm của nó 
trong các lớp nghiệm của phương trình 

f(x) = 0Ö (modp*~)), 
Đối với phương trình mới này ta lại áp đụng kết quả 
đỏ đề đưa về phương trình với môđun p *“—1 và cứ thể 
lần ngược mãi lên đến phương trình 

fŒœ) = 9 anodp). 

"Qua những điều nhận xét ở trên ta thấy rằng vấn đề 
cơ bản trong việc giải phương trình đồng dư còn lại là 
vấn đề giải phương trình đồng dư theo möđdui: nguyên 
tỐ p: 

Í(x) = 8X" «+ A/x"T?! +, +ojd¿ =0 (mod), @®› 
trong đó a¿ sẽ Ö (mod). 

Đi với phương trình đồng dư theo môỏđuũn nguyên tổ 
bậc n-<2 người ta có thể biết rõ khi nào nó có nghiệm, 
còn trong trường hợp tông quát thì kết quả chưa được 
là bao, Trong tiết này chúng fa nêu lên vài điệm đơn 
giản về phương trình đồng dư theo mô đun nguyên tố. 

1. Phương trình (3) hoặc nghiệm dúng ởới mọi số 
nguyên hoặc Hrơng đương ĐỚI một phương trừnh có bậc 
nhỏ hơn p, " 

¡ Chứng minh, Thực hiện phép chia f@) cho xP — x giả 
sử ta được 


® 


f(X) = (XP — X) 8Ú) + FƠO), 
trong đó g(œx), rœ<) là những đa thức với hệ số nguyên: 
r+œ%) hoặc bằng không hoặc có bậc nhỏ hơn p. Phương 
trình (3) trở thành 
(x? — xX) Ø@() -+- (+) =Ú (mođP). 

Nhưng vì với mọi x € Z,ta đều có x? —x =0 (modp) 
cho nên phương trình (3) trơng đương với phương trình 
ï r(x) = 0 (modp) 
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ở đó hgữẶc rợ) = 0 hoặc rœ) có bậc nhỏ hơn p. Từ đó 
suy ra điều cần phải chứng minh. 

Ví dụ. Xét phương trình 

4x? -} 2x8 —~ x? — 4x1! + x® + x + 2 =0 (mod5). 

Khi chia 4xÊ -L 2x9 — xŸ — 4x! + x? +x +2 cho x —x 
ta dược thương là gŒœ) = 4x ` + 2v — Í và dư là rŒ&) = 
=3x? +:2 đó đó phương trình đã cho tương đương với 
phương trình : : 

3x? + 2 =0 (œnod5›. 

Chủ ý. Theo định lý vửa chứng mình ở trên, trong” 
phương trình (3) fa có thể giá thiết n<<p. Hơn nữa ta 
còn có thể giả thiết a„ = 1. Thật vậy bởi vì (a¿„ p) = 1. 
nên Ẳt có sỐố nguyên a sao cho a¿a==l (@nodpj và đi 
nhiên (a, p) = 1. Do đó sau khi nhân bai vế của phương 
trinh (3) với a ta được một phương trình tương đương 
với phương trỉnh (3) mà hệ số của x" lúc này bằng 1- 

Ví dụ. Xét phương trình 

3x? -L_2=0 œnodä5y. 

Bởi vì 3.2 ==l œnođã) nên sau khi nhân hai về của 
phương trình đã cho với 2 ta được một phương trình 
tương đương là 

0x? + 4 =0 (mod5› 
hay là ` 
x?-+4 =0 (mod5). 
3, Phương trình đồng dư theo anodurnt nguyên tÕ 
f(x) = a2 x" + ai xhn! TL... + aa =0 (moỞ)) (4© 
uới n<< p, a;,sE0 (modp), có không quá n nghiệm. 

Ghứng minh. Chúng ta chứng mính định lý này bằng 
phương pháp phẫn chứng. Giả sử trái lại rằng phương 
trình (4® có ít nhất n + 1 nghiệm khác nhau là 

X =o, XỊ, ..„ Xp GHOđỚP). 

Khi ấy vì x¡ nghiệm đúng phương trinh (Ú) nên ta có 

đồng dư thức ˆ f(x;) = 0 (modp›. 


Chia đa thức f@) cho đá thức x — xụ, giả sử ta được 
Í(x) = (% — XU fị (X) +ru 
trong đỏ f¡ (œ) là đa thức bậc m — Í với hệ số nguyên, 
với hệ số của x°* là a, và Trị = Ÿ(x¡) =0 (modp). Chính 
vì vậy phương trình (4 tương đương với phương trình : 
(x — xu f¡ (x) = 0 (modp). (53) 
Từ giả thiết x: nghiệm đúng phương trình (4) ta có 
đồng dư thức 
(Xa — Xi) fi(x¿) = 0 (modp). 
Nhưng x; — x; #0 (modp) và p là một số nguyên tố 
nên từ đồng dư thức trên la suy ra 
f;x;„) = 0 (modp). 
Chia đa thức f¡(x) cho đa thức x — x; giả sử ta được 
f¡(X) = (X —%a) fz(X) + ta, 
3£on đó fzœ) là đa thức bậc n — 2 với hệ số nguyên 
và hệ số của x"? là a, và rạ = f¡ (xa) = 0 (möođj). Từ 
đây vì rạ =0 (modjp) 'phương trình (5ð) và đo đó cả 
Eu0NG trình (4) tương đương với phương trình 
(X — XI) (X — X¿) fạ(x) = 0 (modp). 
Cứ tiếp tục lý luận như vậy sau n bước ta được 
phương trinh 
(X — Kị) (X — X3)..(X — Xạ) f¿(x) = 0 (modp) 
tương đương với phương trình (4). Nhưng f,(x) là đa 
thức bậc không mà bệ số của số hạng bậc cao nhất là 
a, nên f,@) = a, và vị vậy phương trình (4) tương 
đương với phương trình 


A¿(X — Xi) (X — Xạ)... (X — Xa) = 0 (mod. (6) 
Theo giả thiết x = xạ (modp) là nghiệm của phương trình 
£4nên nó cũng là nghiệm của phương trình (6), nghĩa là 
ta có đồng đư thức 
8oŒXo — Xi) (Xe — Xa)... Œœ — x,) =0 @neđdp) 
Tư đồng dư thức/này với xé — x¡ © 0 (modp), ¡ = 1, 
2,...,n và p là số ?ị yến tố ta suy ra a, = Ô (modp) là 


-o 


lậu thuẫn với giả thiết. Đến đây định lý được 
chứng miph' 

: Qhủ ú. a. Nếu phương trình 

'f(X) — 8,x" + aix"—! +... +©aa = 0 (modp) lựô; 
UỚI rỉ <© p 0à. P. là số nguyên tố, có quả tt nghiệm thì các 
hệ số của nó đều là bội củu ø. 

Thật vậy, từ giả thiết và lặp lại cách chứng minh 
định Ï$ trên ta có a, = 0 (modp) nên phương trình (7) 
tương đương với phương trình 

aixh”! + a¿x®—* +... + a„ = 0 (modp). 

Phương trình này có nhiều hơn n nghiệm. Lại theo 
cách lập luận trên ta sẽ có a¡ = 0 @nödp). 

Cứ tiếp tục lý luận như thế cuối cùng ta được tất cả 
các hệ số aạ, a¡,....s„ đều là bội của p. 

b.. Về mặt thực hành, qua chứng minh định lý ở trên 
ta suy ra rằng nếu ia biết một nghiệm nào đó của 
phương trình (4) thì ta eo thê chuyền việc giải phương 
trình (4) về việc giải một phương trình đồng dư có bậc 
nhỏ hợn: 

Vị dụ. Giải phương trình đồng dư 

fŒ) = x” ~+ x' + x? + x? — 2x + 9 =0 (modll). 

Ta có F(Í) = 11 =0 (modÍil); chia f(x) cho x — Í, ta 
được: thươngf¡(x) = x' + 2x8 + 3x? + 4x -L 2 và dư rị = 
11 =0 (mod11). Phương trình đã cho tương đương với 
phương trinh, €&— Ð) (x?-++2x3 -+3x?-+4x-+2) = 0 (mod ‡1). 

Xết phương trình 

ftiÓ K) — x!+2x”+-3x” +4x +2 = 0 (modll1), 

Tạ .Í Ÿ rằng Ñ(—Í) = =0 (mod 1D); chia f;(x) cho 
x1 'ì được thương f;(x) = x” + x? ‹+ 2x +2 và dư 
Ta = h§ = 0 (modl!), 

Xét phương trình : 

fa(x) = x?+x?+2x+2 = Ú (mod11). 
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Ta lại thấy f:z(— = É==0 (mod11), chia f¿(x) chơ 
x+1 ta được thương f;(x) = x?+2 và dư rạ = 0==0 
(modil). Phương trình f;(x) =x? + 2=0 (modll) 
nghiệm đúng với x=3 và x= —3 nhưng 3 sẽ —3 (mod l1) 
và phương trình theo môđun nguyên tố nên x = 3 
(mod11) và x = —3 (@nodi1) là bai nghiệm duy nhất 
của nó. 

Vậy phương trình đã cho tương đương với phương 
trình (x— 1) (x-++ 1)? (x—3) (x-+-3) = 0 (mod11) 
và nó có bốn nghiệm là : 

x = -+ 1. + 3 (modll). 

3. Định lý Viasơn. Vều p là một số nguyên tố thủ ¡ia 
.CÓ đồng dư thức l 
`. (Ð - 1) + 4=0(modp). 

Chứng minh. Định lý là hiền nhiên với p = 2, vì vậy 
đề chứng minh ta có thề giả sử p>>2. fa hãy xét 
phương trình đồng dư. 


œ “œ% “2... = 5+ 2D— GP! — Ð = 0 (noáp), 
Phương trình này.có không iF RGNH b — 1 nghiệm đôi 
một khác nhau và §vế trái của nó là một đa thức bậc 
nhỏ hơn p — 1, vì vậy theo chú ý ở trên tất cả các hệ 
số của đa thức đó đều là bội của pYvà nói riêng hệ số 
tự do cũng là bội của p. Hệ số tự do đó là 
(CT1) (—2)...(—(Pp — Í)) + 1 = (p_— |)! + I1. 

cho nên ta được : 
: (p — TT + 1 = 0 (moäp). { ` 

Định lý Vinsơn cho ta điều kiện cần đề một SỐ „ tự 
nhiên p > Í là số nguyên tố, song điều kiện đó cũng là 
điều kiện đủ. Thật vậy, nếu p = pịđd, †Í <d <p thì 
(p— ! <0 (modđ) bởi vậy (p — 1)! + 1 <0 (modđ}. 
Nhưng vì p = 0 (modd) nên nếu (bp—1)†++1=£0 (mo dđ) 
thì cũng có (p — 1)! + l 60 (mo dp). Nói khác đi nếu 
(p—aI)†+ 1 BỘ Es#LÊ thì SỐ tự nhiên , 1 sẽ là 
một số nguyên tố. 
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BÀI TẬP 


7.1. GIẢI cÁc phương trình 


4A) 7x == 35 (mod 117): h 07x => 6Í (ad 183);.e) 213x == 187 
(mod 3113); d) 1206x == [105 (mod 2113); 6) (a + b)x == k2 + bP 
(modab?, với (a, b) = 1. 


+.3. GIẢi các phương trình 
a) 6x = 27(mo d33); bì 188x == 374 (mod 422); e). (20x==321 
(mod 471); d) 255x = E77 (mod 920: ca + DK =maf—l (modm)., 


7.8 Cho p là một số nguyên tổ và œ là một số nguyên dương 
mhỏ hơu p. Chứng minh zằng phương: trình 


ax = b (modp) 
có nghiệm: là 
đen _¡ Íp ~ 1)p — 2)...(p—a +1) 
= b(T—I)° ———————— (mo dụ). ,.' 
kì 

Ấp dụng giải các phương trình 

a) lŨx == 2I (mod¿9); b} 14x == 8i (mod21l), 
7.4. Cho mị, mạ, ..., mỹ là những số nguyên đương đôi một 
nguyên tố cùng nhau. Dặt m = mị. mạ... mà, M, = =n t =1, 

+ 


2... k). GIÁ sử MẸ, là số nguyêm thỏa mãn Mi M; = 1 (modmi) 
(=1, 2,... kì. Chứng mính rằng hệ phương trình. 


= bị (medmy $ 


= b¿ạ (nodm2), 


= bw (modmk) 


M* HH 


só nghiệm là 


x= Mi MỊ bi + MM¿ ba +... + Mà Mỹ bé Gnodm). 
Áp dụng giải cáo hệ phương trình 


a) x == I (mod3), b) x=e=“a (mod 8), 
x == + (mod35), x =b (mod 6), 
x “= 2 (mod?), x“=o (mod 7). 
x = Ð (mödl1),. 
x = 3 (modl3); 
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7.5. Giải các hệ phương trình 


a) x = {1 (mod 5), b) (' x = 13 (mod t4), 
x= I (mod 19), x= ú (mod 35), 


x==7(mod 14); -¬ b 26 (mod 45): 
©) ( ñx == I (mod 12), đ) 3x == ! (mod 10), 
5x = 2 (mod 8), 4x = 3 (mod 5), 
7x = 3 (mod 11); 2x = 7 (mod 9). 
7.6 Giải các bệ phương trình 
8 Ý x=a (mod 6), b ( x =5 (mod 8), 
x = I (mod 8); x = 8 (mod 21), 


x = a (mod 35), 
trong đó a là một sỗ nguyên. 
Y.?. Hãy xác địnha đề các hệ phương trình sau đây có nghiệm 
= x=<= 3 (modil) b ị 2x = a (mod3), 
x = 11 (mod20), 3x == 1 (modlU). 
x=< 1 (modl5), 
x=a (mod18); 
7.8. Tìm tất cả các số tự nhiên < 1000 mà khivchia chúng cho 
3, 5, 9, 11 ta được các s5 dư lần lượt là ‡, 3: 4, 9. 
7.9. Tìm số: tự nhiên nhỏ nhất thỏa mãn các điều kiện: khi 
chia nó cho 7 dư 3, bình phương cửa số đỏ khi chia cho 
?# dư 44, lập phương của sö đó khi chia cho 78 dư 11". 
T.10.  a) Tìm các số nguyên mà khi chia nó cho số tự nhiên lề 


m >1 dư là 1 và bình phương của số phải tìm chia cho 
m° dư m1. 


b) Tìm các số nguyên mà khi chia nó cho số tự nhiên lễ 
m¿> 1 đư là m — 1 và bình phương của số. phải tìm chia 
cho mỂ dư 1. _ 
7.11. Cho phương trình 
aox” + aix" + ...+ an = 0đứnedm). với (aa, m) = 1. 
Chứng mình rằng Bao giờ cũng có thề đưa phương trình 
đã cho về đạng 
, x"#+bịx°F—Ì+,..+bạ = 0 (modm). 
Ấp. dụng vào phương trình 
4x? — 8x ~ 13 = 0 (mođ37)” 
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a) 


7.12. Cho, phương trình 

x"h+raixf— +... cau = 0 nojm) với Ôn, n) = l. 
Chứng mình rằng bao giờ cũng tìm đượt số nguyên a đề 
bằng p'ép đồi biến S x=y#a . đưa phương trình đã cho 
vẻ phương trình 
v?-tbay"®Ð?+...-++ bạ SE 0 (modin), 
trong đó thông có số hạng bậc n- 1. 
Áp dụng vào phương trình 
x?+5x --6x—§ == 0 Gmod13). 

7.18. Chớ p là một sử nguyện (ô và n là mội số nguyên đương 
Giả sử khi chía n clo p ta được thương là q và dư là r. 
Chứng mình rằng với mọi số nguyên xạ đều có 

n 

*o 
Từ đó bãy nêu lên mật qui tắc làm giảm bậc của phương 
trình có bậc chưa nhỏ hơn p. 


= q tr : 
= XS (moởửn). 


Áp dụng vào phương trình 
x'! +ax!5+xH — sx5+ 0x? + 10x—5 ==ẽ 0 (nodlf). 

7.14. GiẢi các phương trình 
a) x +2 = 0 (mod19) ; b) 5x2†x+4 =0 (modi3); 

e) xŸ#+xÌ— x+ 16 = 0 (mođ17) ¡ d) x'—3x°— 11 = 0 (moäi?) 

7.15. Giải cáo phương trình 
a) .. = 0 (mod25) ; b) xŸ+2x+9 = 0 (mod19) ; 

e) 2xÖ—x—! =0 (mođ27) ; đ) 7x”+ 19x +25 = 0 (mođ2?). 

7.16. Giải các phương trình 
a) 3x9+4r#—7x~—6=0 (mod15) ; b) (x2+1)(xÌ+3)<0 (mod38); 
e) öx—3x?— 13x— 10 = 0 (mod30) ; 

d) 2x!®— 17x”? + 13xŸ— 3xŸ + 12x-L5 = 0 (mod20). 

2.17. Giải các phương trình „nguyên š 
a) x +19y+2= 9: b) x'+1 = 25y; c) 2xŠ—5x”+4x+i5y + 
+11=0; đ) xÌ—20y+3 =0. 

7.18, Cho Ehương trỉnh đồng. dư theo. t8#tug nguyên "tố hà 
f(x) = x"+aix— +... + an = 0 (modp) với 0< p<p. 
Chứng minh rằng phương trinh đã cho có đủ n nghiệm 
khi và chỉ khi đa thức dư trong phép chia xP—x cho f(x) 
có tất cả các hệ số đều là bội của p. . 


1A5 


l 


7.19. Giả sử p là một sổ nguyên tố lẻ. n là một sổ tự nhiên 
lớn hơn 1 chia hết p—i và a là một số nguyên nguyên tố 
với p. Chứng minh rằng phương trình l 


xh"h?==a (modp) 
có nghiệm khi và chỉ khi 
Hãng: : 
a 1= (modp) 


và khi eó nghiệm thỉ nó có n nghiệm. 
7.30. Cho p fà một sô nguyên tố lẻ, a là một số nguyên nguyên 
tỗ với p. Chứng minh rằng 
a) Phương trình x? = a (modp) có nghiệm khi và chỉ khí 
P_1 
a 2 ==[ (modp) 
và khi có nghiệm thì nó có hai oghiệm. 
b) hướng trình x? # a (modp) vô nghiệm thì 
-1 
. a 5 = —1(modp). 
7.41. Cho phương trình 
ax2+bx+e = 0 (modp} 
với p là mội số nguyên tố lẻ và a là một số nguyên nguyên 
tố với p. „hứng minh rằng 
a) Nếu bP = đạc (modp) thì phương trình đã cho có đúng 
một nghiệm. 


b) Nếu bŸ sÈ fac (mod p) thi phương trình đã cho có nghiệm 
khi và chỉ khi 


—I 
ŒP—4ac) 2 =1 (modp). 

7.32. Cho p là một số nguyên tổ lẻ. Chứng mìỉnh rằng phương 
trình Ly z0 Gnodp) có nghiệm khi và chỉ khi p =' 
(mod4). 

1⁄33. Sữừ dụng kết quả bài tập trên clúïg mì pÌ tông có VÕ số 
sỐ nguyên tố dạng 4k*+ 1. 

7.24. at Cho p là mội số nguyên tỐ vàx, x` !à các số nguyên 
thỏa mãn xx' =1 (modp). Chứng minh lcằng nếu x chạy 
iu. một hệ thắng dư thu gọn môđun p thì *? cũng chạy 
uã hội hệ thăng. dư thu gọn môđun P®‹ 


186, 


KH 


mì Chứng minh định tý Lếpnít: Nếu p là một số tự nhiên 
đớn hơn l thí p tà nguyên tố khí và chỉ khí ta có đồng đư 
:-- thức l 
(n~-3)!— 1 = 0 (mod). 
€) Từ định lý l.épnft hãy suy ra định lý Vinsơn. 


7.35... Cho p = 4k1 là miột số nguyên tố. Chứng mình rằng 


phương trình x°+1 =0 (modp) có nghiệm là x SE + (2k)! 
(modp}. 


Áp dụng giải các phương trình nguyên : 
n) xŸ†13y+1=0; bì x—17y+1=0. 
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TRẢ LỜI CHỈ DẪN HOẶC CÁCH 
GIẢI CÁC BÀI TẬP 


1.1 Trả đời: a) b = 28, 29, 30 tương ứng r = 27, 16,5. 
b) vô nghiệm. 

Chỉ dẫn. Hãy sử đụng hệ thức bq < a<b(q + 1). 

1.2. Ta có (k? — b*) — (kh —a) = a — b* chia bết cho 
k— b, bởi vậy bằng cách chọn k sao cho |k —b|>a—b" 
ta sẽ được a = b*®.- 

1.3. Chỉ dân. Hãy sử dụng nguyên tắc ngăn kéo Điriclê. 

1.4. Chỉ dân, Hãy sử đụng kết quả câu b) bài 1.3. 

a) m°+ 11m = m (m2 — TT Thy 

Đb} m — m =m (mỀ — ‡) (m2, — 4) + 5m (mÈ — 1): 

c)m? — ðm# -+ 4m = nệm? — 1) œn?—4) và 120 = 3.5.8 

đì 3m“ — 14m? + 21m2 — 10m = ðm (m — 1) {m — 2) 
— 8m (m — l) (m — 2) và 24—38._ 

1.8; Hai khả năng có thề xây ra: : 

1› Trong năm số đã cho có ba số khi chia cho 3 có 


cùng một số dư, khi ấy tồng của ba số này chia hết 
cho 3. 


2) Trường hợp côn lại là có hạ số nào đó khí chia 
cho 3, không có cùng đư, khi đỹ ba số này có lồng 


chia hết cho 3, “G2 


1.6, Giá , ke 2X Y = 3b-+*,—1<r,5K&1. 
Khi ấy x? + y? = 3 (3a? + 3b? + 2ar + 2bs) + r” + s9 
chia hết cho. 3 1 
Suy ra rằng r? + s? chia hết cho 3, nhưng 0 < r?+ 
+s” < 3 nên r? + s?=0, nghĩa là phải có r=0 và s =0. 
1 tì F 
1.7. Chỉ dân. 13 + 23+... SE nŠ = —“..= 
“na... n?(n + 1) (2n? + 9n — Í) 
_1.8. Chỉ dẫn. Với số tự nhiên lễ k ta có a*+b"; a+b, 
Các tông-1* + nÈ, 2* + (n — 1*,... đều chia hết cho 


n-EÍ; các tỏng 1* +(n — l}*, 2* + (àh — 2)1*,... đều chia 
hồi cho n và vi: 
(n.n+=1:1+2+..+n= = 
1.9. a) Chỉ đẫn, 11'9— 1 — 10(11°+119-+...+ l1 + 
b) "Ta có 23206555 + 5555???22 = (21225955 + 47555) + 

+ (B558???2 _. 4222) — (45555 _. 43222, Trong đó 22227555 

+ 49555 : 2222 +c= 7.318) ; 45555 — 4??? — = 4222 
b‹ (424882 _ l1) = 4??? (64101 — †) h Ni nên _ÕẺ 4222 : 
5555 — 4( = 7.783). 

1.10. a) Gọi Áa¿ — 16" — lỗn — 1, bằng phép qui nạp 
theo n ta có Á; =0; 225; giả sử Aa : 225 khi ãy la có 
Aasi = 16"! — lỗ (n + 1) — 1 = 16, 16% — lõn — 16 = lô" 
— lõn — Í + l5 (16* — 1ì = À„ + lỗ (6® — lì ; 225.” 

Cách thứ hai. Ta Có As¿=(15 + Dị" — tốn — 1 = lỗ"+ 


+. 1ỗn + + mng 152 -†n. 1ð + 1 —lỗn—1 
chia hết cho 225, 
LAN 


nạ1 


n sẽ 
ˆ gi dãn 3 ? 


= B(859' +2 = 9 22.11 + D' +2 chỉa hết cho 11, 
©) Tạ có ð#®—!, 2n+! + 35+ 1, 238—! = (19 + D), 5Q®—! + 
+ (19 — 1), 129—! — 19 (50n-! + [20—1) + (505! — 320-Ù, 
trong đó 50"—! + 12n—! : 2;50w—!— 125—!: 50 — 12(=38). 
1,11. Giả sửa + lu t €G z. khi ấy a" + b"h7=an"+ 
+- (1 — a)" = nhịn — c1 PT! tha +... + ntaàTh 


+2=3245+1"_:2— 85t†2 4 9 = 


bởi vin là số lẻ, Từ đo suy ru a?+- D2 ; HỆ, 
1.12 a; Chỉ dàn, Cách thứ rhất : qui nạp theo 
Cáeh thứ hai : khai triền (n + DĐ, 

Chỉ dẫn. Hãy vàn đụng kết quả câu a) bằng cách đặt 
2"—1=m. 

1.13. Qui nạp theo n. Với n= Ita eÓ A„,=k?— 1; 
8 bởổi vì k?— i=(Œkk+ D Œc—]) là tích của hai số chăn 
liên tiếp (do k là số lễ) mà hai số chăn liên tiếp ắt có một 
số. chia hết cho 2 một số chia bếi cho 4. Giả sử đã có 
Áu ¡2°°%, nghĩa là Aa = k?” — 1<=2"*%t Khi ấy k?”” 
= k?”,2— (21t + 19 = 29H19 + 2nr3E + | =. 2012291192 
+Ð+1=2"*#'g +1. Từ đó ta có A¿¿i=k?”? 4 1= 
2°†? q chia hết cho 2"†38, 

1.14. a› Giả sử n = 3q +r,r=0. 1,2. Khi ấy để dàng 
suy ra rằng 2" — 1 chia hết cho 7 khi r= 0. 

+) Với r = 0, 1, 2 ta đều có 2" + Í = 7t + 3 ' +1 
không chia hết cho 7. 

1. 15. a› Điều kiện đề một số chớ “hết cho 72 là nó 
chiờ hết đồng thời cho 8 và 9. 3"-+-63 : 9 khi và chỉ 
khi n > 2. Mặt khác 3° + 63 = 3" — 1 +82 : 8 khi và 
chỉ khi s —1; 8tức là khi và chỉ khi n là số chẵn 
Trả lời : = 3k, k>l. 
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th Giả sử n — lÔt + r" (0 <Ã r <9). Ta có điều kiện 
đề n!° + 1 : 10 là r + 1 :¡ 10. Xét r — 0,1,...,9ta được 
.8!9+ 1: 10;7! + 1: 10. Vậy n = 10L + 3hoặc n= 
= lŨt + 7. 

Trả lời :n = 10L +-3, tCZ, n >0. 

©) Ta có 323 = 17.19, Gọi A = 20" + i6" — 39 —1, Với 
n=2k ta có 16% —~ 1 : 162? — 1 (= 15.17) nên A : 17; 
lại có 16°* ~ 39k : 16? — 3? (— 13.19) nên A ; 19; từ đó 
A : 323. Với n = 2k + 1 ta có 16% S— 1 : 17 nên 16%! 
chia cho 17 có dư là 16 nên A không chia hết cho 17, 

Trả lời : n= 3k, k € Z. 

1-16. Ta có an — bạ c 2"†? không chia hết cho 5 nên 
aa và bạ không đồng thời chia hết cho ð. Mặt khác aaba = 
x (228 + 1+ 1y# _ 22 ín + — 22 2n +Ụ +1 = 48821 + 
+1 ‡¡ 5ð nên a„ và bạ có it nhất một số chia hết cho 5ð. 

Cách thứ hai. Già sử n = 4k + r,r = 0, 1, 2, 3 

T= Ö có aa ¡ 5, bạ chia cho 5 dư 1; 
T = 1 Cố bạ : 5, aa chia cho 5 đư 3; 
r= 2CÓ bạ : ð, an chia cho 5 dư 1; 
t = 3 có an : ð, bạ chia cho 5 đư 3. 

.1.!7. a) GIÁ sử k là số nguyên lớn nhất sao cho 2< 
n và P là tích của tất cả các số lễ không vượt quá n. 

Số 2*—', P.A biều diễn tông tất cả các số hạng, ngoài 


ta có tông này là nguyên suy 


số hạng 2!—l, Ð 


sk , 


ra A không nguyên. 
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b) GIÁ sử k là số nguyên lớn nhất với điều kiện 
3" <2n+! và P là tích tất cả các số nguyên tố cùng. 
nhau với 6, không vượt quá 2n + Í. Số 3*—!, P,B, biều 


thị tồng tất cả các số hạng. ngoài số hạng 3*—!, P, LG 


© 

tồng này là nguyên, tử đó suy ra B không nguyên. 

1.18. a) Giả sử ax — by = l, x,v € Z. Từ giả thiết 
a . 1, b> 1 ta có xs©UÙ, y0 và b không chia bẽt 
x,a không chia hết y. Giả sử y = aq+B, 0<<B<<a. Đặt 
& :zX¬-Dbq tA có aø-bP:= 1 và 9<Zzx<<b tia >lxà 
b>>1. Tính duy nhất của cặp ø, 8đượcsuy từ (aA, Bƒ=1, 

b) Giả sử ax — by =k, x = bq + œ«,0<€z<<b, Đặt 
B=y ng ta có ax— b8 = k và —1<j<a bởi vì 
1<a<b. 1 <Xk<b Tính duy nhất của cặp a, 8 được 
suy từ (a, b) = 1. : 

1.19. Chỉ dân: Cách thứ nhất, Hãy chứng mình 
rằng tập hợp các ước chung là trùng nhau. 

Cái thứ hai. a) Dưa vao nhân xét (xYy+z, Y) = (2 VY)Ì- 

1.20. a4) Chỉ dẫn : Đựa vao thuật toán Ơciid. : 

b) ni +3n?+1 = n(n?-+2n)-En?-E-1, n3-+2n—= n(n?†-+1)-+- 
+n,ñn?+-Í —n.n-+l. ˆ 

©) m?n +2m = m(mn-+l)--m, mn~+Í =m.n+1 

1.21. 4) Đạt (a, bì cdđ, a=d ai, be đbị, (ai, bọ) =1 
(a S b). Chuyên về tìm a¡ và bị: a¡+bị = 12, (ai, bị)= 
ay bị ;> 1, 7d lời: a = 36, b=396 hoặc a—= 180, b=2523. 

bỳ Trả lời. Với a<b ta có a = 20, b— 420 hoặc 
a = 60, b = 142. 

cì Trả lời. a = 315, b = 49ã. 

đ) Giả sử a=— 2a, = 21bI, cau, b = , 8ị <Š bị. Khi 
ấy tử [a, b] (a, b) = ab ta có a¡b¡ = 104 = 1.101 = 8. 1ä. 
Suy ra từ đó rằng ai = 1, bị = 101 hoặc a¡ = 8, bị = 13, 
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Trẻ lời: a = 24, b = 21965 hoặc a = 192, b = 312. 

1.22. Giả sử n=rn, a = ra (a¿, n) = l. Ta có 
(n, ab) = (rnị, rai¡b)x=r(nà, a¡b) = rứm, b) (vì (a, n)=1) 

— Vi m;ịn nên (n¿, b)|(n, bè = s đo đó (n, ab) = 
rím,b) | rs suy ra (n, ab) j (U; £S). 

— Mặt khác rị[a, s ‡ b nên (n, rs) ¡ (n. øb). Vậy 
{n, rs) = (n, ab). 

1.23. (a, b, ©) — ((A, b), c) = (4, rịụ, ©) = ((A, ©), TỤ = 
= (a, fạ, rị) (12485, 1781, 2730) — (1248, 536, 231) = (231, 
78, 78) = 7. 

1.24. Chưng mình tận hợp các ước chung trùng 
nhau. Giả sử: 

xJ. + ấ 
sl( ‡ b. bạ C- =‡?) mẽ thì ó  iLEEL. Tu cao TT 
Ì 2. 2 2 2 2 


ĐC £ tức là á¿]a: tương tự có á|b, óc. 
Ngược lại, giả sử 6 [ (a, b, c) thế thì s [a-+bvàa2|à-b 
_(Vi a, b là những số lẻ, s là một số lẻ), từ đó 
b+e aịt+a 
PA 3 
Trả lời: (2365, 2205, 4851) = 21. ` 
1.35. da) Cách lhứ nhất. Giả sử "= ng+Tm 


z| kề nh tương tự 


Ì 


= Fk_—: Qk.¡ Thị, 
Tk—i = PTkÑk; 


tức là (m, n)—=rk. Phải chứng mỉnh rằng (a” 1, a°~— Í) = 
= aFk — {, Ta có: 


a”"—1 =(a?—~1)(a—°-+am~2?° +... .-oaf9)-oa!!— 1, 
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Bởi vậy (a”—1, a*~1) — (a"—1, a!—1). Lại vì a"~—1= 
= (A'!—1) (ABTTI- an—2r1 L,.., + a!2)-+a72 —{1 nên 


1 


(a® — 1,aTtT— 1) = (at —1,a'?— 1), bởi vậy (atS— 1a" —l)= 


=(aT!1—1,a'?— 1). Cứ tiếp tực như vậy cuối cùng ta được 


Tk—t k * 


(a"—1,a"_— 1) =(a —1, aFk _ l)—a" —I (vì a*s—1 


k~ 


` z r ` z 
là rớc của a'**!— 1), do r„ là ước của ry.„). 


Cách thứ lướt. Gọi (a"—-1, a -~Í) = đd, (m, TÙ := 6 {a 


¬_- & & $ 
có a — lÍ(A"”—1, a*—1) = đ (vì 6|m.ó|In). Ngược lại 
giả sử á = mx¿—ny, với x„ Vạ là những số nguyên 
đương, ta có dị am —lT—(a*s — l) nên địa%s x 


x<(a"xs TnYc — I) tức là địa": ta” 1 Nhưng (a, đ)—=Í1 
nên (ae, d) = 1 từ đó địa —1. Vậy a2—1 =d. 


b) Gọi ¬=Ô ch — : ñ =+ ÉÌ, & = v8 = 1ÿ. Ta bộ 
a — Ì J 


—¬..¬~ 1 =(a"—=' - lọ) + 
đ = la 

+ (a”—® — Í) +... +(a — Í + m=(a — Í)t +mn (bởi 
vì a — 1| a* — 1 với k= 1l, 2,..., m — l). Do đó 
a" — 1 


d ={Í ——., a — 1 = ((a — l)t-+m, a— )=(m, a— Ï)= ð. 
a— 1 ⁄ 


€) Gọi d=(a 1+1, (+1)! Ð thì ta có đị ca + D(a F+)— 
=(a-kbl+¿a+D cho nên đị@ D1 +@+ÐD—(a+Ð!—T, 
nghĩa là d ¡ a. 

Từ địa ta có đị at, đo đó đị (al+ì—a! bay đị Í. 
Vậy d =1. 
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H s 
1.26. a) Ta có 6G == Hs. vÀ CS th * 
a (@n—k)!k} n1 
= (Œn—])! 
(n—k)†(k—1)! 
cho nên 


k 


k€ =nGC 
n 


Từ đẳng thức (%) suy ran!k. lu „ nhưng œI. k) = Í 


cho nên n Ị ( hệ 


b) Ấp đụng công thức @Œ) ở câu a) ta có 


vn —Í n 
ứŒn + m) € m-+Fn~—1 b Cự 
„"—Í 


lân &g t (Song (m +n, n)=—= 


CR6 nên suy ra nị @1ì+n) € 


1 


m%+n—i: Ta thấy rằng C? 


È vn: m)=1 nên nịC" 


(@m+nT—T)† 
———~ bởi vậy từ nỊC?"” 
ká mì!qn— 1)! \ Ni L 


¡n-+en— I)†. 

1.27. Đặt Q mủ" +bhy Sy = at”, Sẽ = amenk + 
++(— DÈb 9T) ta sẽ có S, ¡ = Qamnk — Supn@®#) 
(Rk=I, 2,..). Thật vậy bằng cách đặt ta có Q.am—nk — 
= S„.hn = (a" + b") ame~nk x=: b"(am-nk + Tykbm-nky = 

= an+m—nk „(__ jjko-lpnsm~—nk — am~n(k~ J) + 


nụ = 


ta suy ra mì n‡ 


+ In! pm—n(&k—1) —_ Sứ q 
Bây giờ giả sử m = np-+r, O<r<p. Ta thấy rằng 
nếu S¿b ¡ Q thì S¡b" = Qam—" — S_ : Q. Nhưng (b", Q)=—= 
= (b9, an + bn) = (bh, a") = Í (vì (bộ = D nên 5i : Q. 
Vậy nếu ŠS, ‡ Q (theo giả thiếu thì S; ;¡ Q và lại từ công 
thức (x) tử S;¿: Q có ŠS; : Q... cứ như vậy 5p : Q. 
Nhưng $; = a4”~P" +(— 1)Ph”~"P — af + (— Í)Pb" ta có 
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IS, <a'+b <Q mà S, ¡ Q nên buộc S; = 0, điều 
này kéo theo p là số lẻ, S; = a" — b'ï =0 cho la a'=b', 
nhưng a, b > 1 ta phải có r=0 do đó m = np nghĩa 
là m :n, & 

1.28. Giả sử (a, cì=d ta có a=a; d, c—=c¿d, (ai, ©)=1. 
Tử đó ta có a¡b = di, 2 Nhưng (đ, b) | (a, b› mà 
(a, bì = ! nên (đ, bì = I và do đó (d"—È, bì = I. Ở trên 


ta đã có bI d°=!©” nên bịc,. Từ ( c)= l ta có 


(đụ. Š}n 1. Song đã có Sử ta¡b nên Si b. Vậy b= é 
và ta đặt œ = dđ, B = cụ. 

1.29. Chứng minh bằng phép qui nạp toán học. Giả 
sử có k số đôi một nguyên tố cùng nhau a, = 21 — 3, 
au =2" — 3.., ay, = 21k — 3, (rong đó 2= n:i<<Hnạ<< 
<<... <n¿. Ta hãy tìm số ay,,¡ = 2°k+!—3 nguyên tố với 
tất cả k số ạ¡ ở trên d = 1, 2,..., k), Đặt / = ai... 8í, 
thể thì trong / + 1 số 2°, 2!,..., 2! ắt có hai số khi chia 
cho £ ta có cùng số dư. Giả sử hai số đó là 37 và 2*qœ>s)- 
Như vậy / là ước của 2' — 2° = 2*2'7—° — 1). Nhưng 
Œ, 2) = l nên / |2'-°, chẳng hạn 2'—° — 1 = II. Ta hãy 
lấy fAktri= 2m—*+?T— 3= 4IL + Í> ay mà (a¿+¡,) — Í nên 
ay,; nguyên fỐ với a¿, aa,... ak. Nếu cứ quá trình ấy mà 
tiến hành thì ta tìm dược vô số các số dạng 2° — 3 đôi một 
nguyên (tổ cùng nhau, 

1.30. Bằng phóp qui nạp toán học ta có thể chứng 
mình được công thúc: 


min = Um-iEn + Uạ + @) 
(chẳng hạn qui nạp theo n). ` 
a) Giả sử cỦa, Ua¿0 = d. Ta có Ứ;¿¡ = Ứa~y + Ua cho 


nên (Ủạ,ä& Ủa) = Ca  ¡ Ủa) = d. Tiếp tực ta có d = (Ủy 
U¿› = 1 : 
b) Giá sử nà >>n. Áp dụng thuật toán Ơclid trên 
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h ~ “ L2 
hai số m và n ta có chẳng hạn m = ngạ + rị n= 
P:qdf + Pa, có Ta — Ti Ti PƑk, Pk —¡=P. q,, nghĩa là 


ru=(m, n). Từ đó (Ưa, na) +rp Ua) và dựa vào công 


F ty c— J3 : 
thức (œ) ta được (U„, Uạ) = 1T vn k5 Khả õ 


Ủạ). Song U¿a¿ : Uy đhấy chứng mình) nên (my, U„)— 
= CN g —g Ủy. Ua). Lại vì SN. 
được tỪ,. Ủạ) = ty» Uu)., Tiếp tục lập luận này 
sẽ cho {a (U„, U,„) = (Ú 


= im B, 2= đỦ, .U 


Ủa) = I nên tá 


mà Ủ) và vì vậy (Um, U„) = 
© }ZE ma#= Ú, == Ú 


_ €m,n). 

.e) Giả sử n/m, chẳng hạn m—nk. Ta chứng mình Ưa. 
Uu¿¿ bằng phép qui nạp theo k, Với k= 1, n=mì ta có UỦ¿— 
=Ua nên Ủ„!Úa, Giả sử U¿ [ Ua¿. k> 1, ta chứng mình rằng 

ï +U *E, 2 1 ca TP U xY ¬ 3, 
An". Ta có Ủ 4-1) = Lạ¿::¡a và áp dụng hệ thức 
(#) Ea CÓ Ủ t2 Uš ra + DavUa,¡ nên U/IU (+1). 
Ngược lại giả sử Ua/Um thể thì Ca, ma) = Ưa mà theo 
câu b) (Ưm, Úu) = U (a được (m, n) = n, bởi vậy 
nịm. 


(m, n) 


đ› Chỉ dẫn: Ấp đụng câu b) ta chỉ cần xét đãy các số 
nguyên tố sánh đôi. Muốn vậy dãy chỉ số có thẻ chẳng 
bạn là đãy các số nguyên fõ (xem bài thứ hai) 2, 3, 5 
7, 1l, 13, ... 

1.31. Chỉ dẫn: Bằng phương pháp qui nạp, chứng 
minìÌi như bài 1.29. 

a) Giả sử đã có k số đôi một nguyên tố cùng nhau l;=Í 
tạ = 3,..., lu. Đặt a = tịt;.. ft, thì (ta có số trong dãy 
đang xét 


txýi = (A + Đa + 1) = . + Đa + 2). 


Rồ ràng t¿¿¡ — tv. Hơn nữa (a + Í, a)=1, @a+Í, a)—=1 
nên (fx;¡, a—1 đo đó tv,¡ nguyên tố với tất cả lị, tạ..... tí, 
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bè Giả sử có k số đôi một nruyên tố cùng nhau 
T;= t1, Tạ =á,..., Tạ. Đặt a — E¿. T;... Ty ta có số 


x.¡ = 2a +1) Œa + D) (6a + Ù) = “r-t0a +3)(1a +2›(6a + Ù) 
} 
lớn hơn T„ và Tu¿¿ nguyên tố với a nên Ty¡¡ nguyên 
tố với tất cả T¡, Tạ,..., Ïụ. 


1.32. Giả sử [a. a-LÍ, a+2) = m, (a có mì = la@ + Í). 
a-+2I nên hoặc m = a@ + 1)(a + 2) nếu a là số lẻ hoặc 


m = - a(a + D(a C2) nếu â ¿à sỞ châu, bởi vì (AA 3-7), 
a + 2) hoặc bằng Í hoặc bằng 2 tùy theo a là số lẻ 
hoặc số chăn. 


e 
1.34. a) Trước hết ta có: (a, b, e) ( b2 ) = 
(đa, b) (a,©) 


= ( ĐỘ suy 180C By, b.o)= (S» (a. b), đồ, G2), 
(a, b) (a, ©) (a, b) 


—Á ((a, ©), (b, ©) ) = (ý b(b, e) } (c: œ:b, s)}= 
St œ, b)ỳ (a, €) 


=(® €), bớ. © _) = (b, S(1 b › k2 -) = 
(, b) (a, ©) œ, b› (a, €) 


=Œ, c). Suy ra từ đó rằng 
(€b, €) = ( b e ) 
(a, b, è) (a, b) (a,c) /” 
Œ, c)(a, Œb, e] _ /la, bị la,e) 
a(hb. c) = NH J 
tức là (a, (b, e)j = đa, bị, (a, el). 
b) Ấp dụng kết quả cầu a) ta có 
[(Œœ, b); (a, e] = (((a, b), a1, [(, b), e]) = 
= (a; l(a, b), cj) = (a. (la, cJ, (b, cJ›) = 
= ((€, [a, e]), [b, e]) =fa. {b. e}). 


` 
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ÖẨRbc _ _ (a,b) fa bịc _ (a, b) (a, bị. e) = 


[ab,c|  [a.b.e} 
(a, b) (a, ©)Cb,©) _ 


= (a, b) (ta, c©), (b, c)l = TERETWTHREST) 
_ (a, b) (b, ©) (c, a) 


1.34. a) 


(a, b, œ) 
b› Suy ra từ kết quả câu 4a). 
1.35. Đặt (ay, 8ạs.... 8n) —= đ, fAi, 82... aani=m 


(Áu Aa T.°k. An) = D, L[Ắt Aas.«s “ Anal =M. 
a) Ta có ( ñ M tây g T) = 1. Bởi vì 
Ái 4a Án 
A A M 


8z --- = —, -— (Ì= 1. 2,.., n) cho nên ta có 
Ái MA; 
đc (g'x~'#'A —..... 
M À1 M Aa M rụ 
_ ^ /M M Mỳ_ A 
* MA: TẦ Ki M 
Từ đó ta được d.M= A 


b) Giả sử #= =x,fa phải chứng minh x = m. 
Á Aa Ạ ^ _ 
Ta có xe= -_ = ñạ SC má. min =) nên 
x=®tnẽ”*®b » nÌ D 


a¡x với mọi ¡ = Í, 2,..n. Từ đó mịx nghĩa là x = mq,. 


Đ.. Ái x im 
>1. Bởi vì —` =——= — q,Ïï=1,2,.., n nên 
& D a; â¡ q 


| Ái 'Á¿ Án Ái Á¿ Àu, 

` ; — |. mà Í —, =—,.., — }= Ì1 
s: 1n BI” (D' Pn” ĐỘ 

vì thế q = 1. nói khác đi ta được x = m. 


2.1 a) n* +4=cn?-+2n + 2)(n° — 2n + 2), trong đó ta 


có n?+ 2n +2>5, nˆ— 2n + 2 — 1. 
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bộ hh +n? T1 =a# cn + Í)(nh?P—n+Ủ. 

@©) Nếu n= 2k thì nh +4" là số chân lớn hơn 2. 

Nếu n = 2k + I thì nh + 4° =n'“® + 4(0195°) c; 

= (n? + 92%+! +. n,2R+h (n$ {+ 29R 1 — n2 kh), 
_ 
2.2 Đáp số n = õ. Thi vậy 1° + 2'°<= 17,21+ 3) = 922 
3'+ 4! = 337,4'^ + 5t 88L là những số nguyên tố 
5* + 6t = 1921 = 17.113-là hợp số. 
- ?n DỤ 

23 a) As=3.27” + 1>7và A, :7. Thậtvậy bởi 
vị Áa =8(217222— D) mà 221 S1 ¿ 1-1, 


..'”ủ l ..._n 
bì B„ = 2° ?) + 32” +1>>31 và Bạ„¡ 921 Thật vậy, 
Đ, = 273 = 21.13, Giả sử Bạ ¡ 21 tạ c5 Đại : 21, bởi vì 


Bạn — B, = 22 ~.i88 v— „ (82 —1y=2?"'x 


x(682””— 1Ð 
~-1 
mà 642””” — † ; 6t — L, Vậy _ Dạ ¿7 và „>7, 


. .sˆ 
G) Ca — 2099 + 1= G#M) + ST T) (2212921 1), 
Ta nhận thấy 5 = 22 + 112191! + 1 bối vậy Ca ? 5, 
Lại có 29%+! + 2071 + 1> 925°1 Còn +} =c gn+ 
<(3" — l)+ 1>.233 + 1! (vin >> 1), nghĩa là 2m+! + 
+ 399! + 1 2?9†L— 301L + 1> 25, Vậy Ca = (2tr1 
+20*! + 1) (229+*L — an + 1) gồm bai nhân tử >> 25 và, 
€ó ÍEL nhật một nhân tử chia hết cho 5, nói khác đi 


1 


— Ca là hợp số. 
Chủ ý: Có thề dựa vào bài tập 1.16 đề chứng mình 
1 Ốa là hợp số. 


2.4. a) Giả sử p là một nguyên tố, Chia p cho 30 ta 
được chẳng hạn p = 30L + r,t,r €NÑ.U <: r<30. Nếu 
r là hợp số thì r có ước nguyên tố q < Vỗ0 tức là q 
* 5, nghĩa là chỉ có thề q = 32, 3, 5, Nhưng với q = 3, 
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3, 5 đêu có p chia hết cho 2, 3, 5 suy ra p là hợp số, 
trái với giả thiết p là nguyên tõ. Vậy r = I hoặc r là 
một số nguyên tố. Khi chia số nguyên tố cho 60 thì kết 
quả trên không còn đúng vì chẳng hạn 109 là số nguyên 
tố, ta có 109 = 60 + 49, 

b) Với p = 30 t† + r là một số nguyên tố lớn hơn 5 
thì r chỉ có thể là 1,7, 11, 13, 17, 19. 23. 29 cho nên 
p? = 32: + [ (với r = 1, II, 19, 29 hoặc p# = 30s + 19 
(với r = 7, 13, 17, 23). Từ đó p' = 30k + 1.k@N. Vậy 
nếu p, p¿..... Da là những số nguyên tố lớn hơn 5 mà 
Pj + P‡ +... + P' = q là một số nguyên tố thì 
q= 30u +n,uứ €N và từ đó buộc là (n, 30) = l1 vì 
nếu trải lại thì q không phải là nguyên fỐ, 

2.6. Từ 2p+ l1 =n?,n€ Nta có n phải là số lẻ >3. 
2p = nẦ—l =(n—1)(n?+n+1). Vi n— 1 là số chẵn >2 
nền n—Í = 2. Từ n = 3 ta suy ra p= 13 là số nguyên 
tố và 213+1 = 27 = 32. đáp số: p = 13. 

2.6.p phải là số nguyên tố lẻ và từ đó p=r+2= 
= s#2. Ta suy Ta r, PP == r+2. sẽ p+2 = r+ là ba 
số nguyên tố lễ liên tiếp. Vậy r = 3, p = 5, s=7. 

Đáp số: p = 5. 

2.7. Giả sử 1+pn+p+p#+p' = nẺ. Khi ấy đễ thấy 
(#p°+p)? < (2n)? < (2p?+p-++2)? nên (2n,#=(2p?+p+ 1} 
Từ đó ta có p?- 2p—3 = 0 nên p = 3, Nhưng với p=3 
ta có I+3+3?+33+3! = 11? nên có đắp số p = 3. 


2.8. Tử 1+p = n* ía có p=n°—Í =(n—l)(nht+ 
+n°~?+... +1) cho nên n—1 = 1,n = 2. Vậy p = 2'—1, 
2<s5< 1U. Những nếu p = 2”—1 là nguyên tố thì s 
phải !à nguyên tổ (bài tập 2.23) nên s = 2, 3,5, 7. Với 
s=2có p=3;s=3cỏp=7;s=5cóp=3l;s=7 
có p = 127 là những số nguyên tố. 

Đúóp số : p = 3, 7, 31, 127 
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2.9. Rõ ràn; với k >> 1 các sốth = 2-2 và n = 2*% 
>~(2*— 2) có cũng các tước nzuyên !ố và với chúng P-ưïa 
= 3? — l và n + Í =(2* — 1} cũng có cùng các ướ6 
nguyên tố. 

2.10. Ta biết rằng nếu p là ước nguyên tố của mĩ 
thì p phải là ước của một nhân tử nào đó của tích 
mÍ = 1, 2....m, nghĩa là ất có 1< a <S msaochopla. 
Vậy nếu nÍ(n~—l)? và n+2l(nT— Í)† thì n và n-+3 không 
phải là những số nguyên LỐ. 

— Đo lại, piá sử n không cha hết (0— 1)! và n +2 
không chia hếi (n — 1ì! Bhiấy từ n không chia hết 
(Ca — 1)! với n >> Íl tạcó oăc n = + hoặc n là nguyên 
tỐ, Thật vậy giì sĩ n không phi lì nguyên tố thì 


n=ab với 2 <ãa, b<xn— I1. Nến A:<-b thì a và b 
là hai ¡ hân tứ (rong tích (@nT—!)†, khi ấy nỊ(n—1)! là 
vò lý, Vậyv aà =b `: 2. NiLưng nếu a = b > 2 thì ta có 


2a <(a — 1)(a-+-l)=a?—Í1=n— i. hơn nữa a<2a 
thành thử a, Ca |@i—1)†! tức là a. 2a = 2a? = 2n Í(n— D† 
kéo (heo nị(n - J f†(vì n là số lễ) là vỡ lý. Từ đó 
a = b = 2 và (na dược n=: 1, 

„ Như vậy hoặc n = 4 hoặc n phải là một số nguyên 
tố, nhưng n = 4 thí n + 2= 6|((—I)†! trải với ở trên 
nên n là nguyên (ó, 

Đồng thời n+23 cũng là nguyên (ố. Thật vậy nếu như 
n+2 =ab,3<a<&b th b< ——“ == <a-=! 
nếu a :© b thì n+ 2 =abl(n —~ x là trải với ở trên ; 
còn nữa nếu a = b thì 2(n + 2) = 2a? = a(?a) l(n — 1) - 
cũng trái với ở trên (lưu ý (2,n+2)= 1 nên n+2{t — 1?» 
Vậy n+2 lAaŠ nguyên lỗ, 

#.11. Với mỗi số tự nhiên n, ta gọi q là số nguyên 
tố lớn nhất thỏa mãn q„ < ö6n+Í và pụạ là số nguyên tố 
đứng liên sau qạ thì pạ >> 0n +5 nên Dạ — q„ > 4, Với 
n = cỏ dị = 7, Dị = Í1, lấy m = Dạ la có cặp đè; Da. 


„Nhưng 
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"Tiếp tục như thế, thì đo tập hợp các số nguyên tổ là vô 
hạn ta có vô hạn cặp đai Đá là cặp các số nguyên 
tổ không phải sinh đôi. 

2.12. a) Nếu p > 3 thì p? chia ch› 3 có địt là I j5 đó 
8p? + 1 chia hết cho 3. Bởi vậy suz ra j =2, 3. Nếu 
Pp = 32 ta có Š§p? + 2p+1 = 37 là nguyên tố. Nếu. b=ở 
ta có 8p? + 2p + 1 = 79 là nguyên tố. Đứp số p = 2; 3. 


b) Xét thấy 4p (1p + 1Í) (íp +2) =Šp Ni án (2p+*1). 
chia hết cho 3 và 8p (2p+Ùb không chia hết cho 3 vậy 
Íip+l là số lớn hơn 3 chia hết cho 3. 


2.13. Giả sử m >> 2, khi ấy a — mì—1 >> 1 nên a có 
íL nhất một ước nguyên tỐ p. đi nhiên p < mì! — Í tức 
là p<<ml. Mặt khác p>m vì nếu p <m thì p|m!, 
do đó pỊ 1 là vô lý. 


2.1%. Ta có trong năm số p, p+6 = p+Íl+5, pr8—= 
p+rä3~+5,p+ 12=p+2+10, p+rÍill= p+i-rfÔ có ít 
nhất một số chia hết cho 5, nhưng ngoài p ra bốn số 
côn lại đều lớn hơn 5 bởi vậy p = 5. Với p = ỗ !a có 
p+8 = l1, p+8 = 13, p+12 = 17, p+l4 = 9 đều là 
những số nguyên tố. Đứp số p = 


2.15. a) (đin+ 1) (đn+-1) — 4(4mn+-m-+n)-+ 1. 


Giả sử cho trước r số nguyên tố đạng 4m-+1 là pạ, 
P2... Dr chẳng hạn. Khi ấy xét số a = đpu Đạs‹ Da — Í 
đày là một số dạng 4m-+3 lớn hơn Í cho nên a có ước 
nguyên tố. Hõ ràng ước nguyên tố đó khòng thề là 2 
vì nếu vậy, ước nguyên !ố này sẽ là ước của 1. Hơn 
nữa không phải mọi ước nguyên tố của a đều có dạng 
4m-+ 1, vì nếu (ất cả các ước nguyên tố của a đều có 
dạng 4m-+Í1 thì a cũng phải có đạng ấy (nhưng a không 
có đạng 4m-+-1). Vậy a phải có ước nguy ê1®tố p dạng 
4m +8. Ta thấy p+z©p, với mọi ¡ = 1, 2#:., r, vi nến 
P = pị nào đấy thì pỊ 1 là vô lý. 
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b) Giải tương tự như trên và xét số a = ÖD¡ Đạ... 9.—Í 
trong đó pị, pẹ›.... pc là những số nguyên tố đạng 6m +5 
cho trước. Ta có a có ước nguyên tố p đạng öm +5 và 
Ð Pu mọi ¡ = Í{, 2,..., T. 


N 2.3 ¬". 
E32 6c 12/50 dáng 20157 nh? báu lo cong 1. 
Chỉ dẫn. Với n > 4 ta có =9 xi ©£ 


= _. (n—1)(n+2), trong đó n—1 và n+2 cùng lớn hơn 


3 và một trong chúng có một số là chẫn. 

2.17. Đáp số: p = 2, p= 5, p = II. 

nn+ 1+2) = _- m+3)(n°+ 2)' 

6 6 ' 
trong đó n+3 > 6, n?+2 > 17. Hơn nữa trong n+3 và 
n”-+-3 có hoặc một số chắn, một số chia hết cho 3 hoặc 
một trong chúng chia hết cho 6. 

2.19. a) Không thê có vì nếu p = 2 thì p+2d là hợp 
SỐ, còn nếu p lẻ thì p+d là hợp số. 

b) Chẳng hạn p, p+ 2,p + 4,... là một cấp số phải 
tìm thì p hoặc bằng 2 hoặc p = 3k-+r, r = 1,2. Nhưng 
trong ba số p, p+2, p+‡ có một số chia hết cho 3 nên 
số ấy phải là p. vậy p = 3 với cấp số chỉ có ba số bạng. 
Với p = 3 la có p+2 =5, p+4 = 7 là những số nguyên 
tổ. 1áp số: 3, 5, 7. 

œ) Xét p, p+19, p+-20,... (a thấy trong ba số hạng liên 
tiếp ắt có một số chia hết cho 3 từ đó p = 3 và cấp số 
có ba số hạng. Đứp số: 3, 13, 23. 

đìạp =2 thì p+6 = 8 là hợp số, p = 3 thì p+6 = 9 
là hợp số. Vậy hoặc p = 5 hoặc p = 5k-+r, k3>1, r= Ì: 
2, 3, 4. Với r = 1,2, 3, 4 và k >1 thì tương ứng p+24 
P+18, p+12, p+6 là hợp số, cho nên nếu có, chỉ có/thề- 
D=ð5. Với p = ỗ ta có p+-6 = 11, p+12 = l2, p+18=28: 


Chỉ dẫn. Với n>4 có 
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Pp+32! = 29 là các số nguyên tố, p+30 = 35 là hợp số. 
Trả lời. Cấp số phải tìm là 5, 11. 17, 23, 29, 

2.19. Trong 3 số nguyên tố lễ lớn hơn 3 phải có hai 
trong chúng sùng đạng 6k-+1 hoặc cùng đạng 6k-+-5. bởi 
vậy hiệu của chúng là đd hoặc 2đ sẽ là bội của 6. Nghĩa 
là đ là bội của 3, song vì đ là chần nên đ phải là bội 
của 9$. 

2.20. a) Nói đấy kărl, k+23,...,, k+10.(1) 

Với k= l1dãy Ó) chứa ð số nguyên tố. 

Với k= 0, k = 2 dãy (Í) chứa -t số nguyên tố, 

Với k > 3 thì dãy (1) có 5 số lễ lớn hơn 3 mà (rong 
ba số lẻ liên tiếp ắt có một số là bội của 3 nếm đấy (CÚ) 
lúc ấy chứa ¡t hơn 5 số nguyên tố. Đúp số k = 1. 

bộ Xót đấy k+ 1, k+2,..., k+ 100 œ® 
Với k — 1 đãy @2) chứa 26 số nguyên tố, với k=0, 2, 3, 4 
dầv (2) chứa 25 số nguyên (ố. Với k>>ð la thấy dãy (2) 
chứa 50 số chăn (đêu là hợp số) và 50 số lẻ. 

— Cứ 3 số lễ (>3) Hên tiếp có mội số bội của 3 nên 
trong 50 số lẻ ở trên có íL nhất 16 số là bội của 3. 

-- Hãy xem trong đãy (2) có bao nhiêu hợp số là bội 
của 5 mà không là bội của 2 và 3. Các số như vày phải 
là 30t +r, 0 <t € Z và hoặc r = 5 hoặc r = 25. Ta lập 
tắt cả các số dạng này theo đãy tăng vô hạn. 

5, 25, 35, 55, 65, 85, 95, 115, 125, 145, 155,... (2°) sỐ 
hạng thứ n của dãy ký biệu là U,„. Dễ dàng thấy rằng 
a+¿S— Ư, < 100 với n = 1, 2,.. Giả sử trong đãyv Ú,, 
Ủ¿¿.. (2) có Ứ,a là số hạng lớn nhất không vượt quả k. 
Khi ấy U, < k << Ưạ¿¡ < Ủ,,s=< UỦa + 100 << k + 100, 
tử đó thấy rằng trong dãy (2; có íL nhất 6 số trong 
đãy (2), do đó có 6 số bội của 5 không là bội của 2 và 3. 
ˆ — Hãy xem trong đãyv (2) có ít nhất bao nhiêu số là 
hội của 7 màà không là bội của 2, 3 và 5. Các số này phải 
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có đạng 2l0q +r, 0 < q € Z. r7, 49, 77, 91, 119, 133, 
161, 203. Lập dãy số này. 

7, 49, 77, 91, 119, 133, 1ö1. 203, 217. 259. 287,... (2). Số 
hạng thứ n của đãy ký hiệu là Vụ. Dễ đàng thấy rằng 
Vạc¿ — V„< 100 với n = 1, 2... Giả sử V¿ là số bạng 
_. nhất của — (2 không vượt quá k, Khi ấy ta có 

¡ &SKk< VY¿¿i < Va¿¿ << Vu. + 100 <Xk + 100. Từ đó 
Hắ% rằng trong dãy (2) có í1! nhất 3 số hạng trong 
đăy (2') do đó trong (2) có ¡1 nhi 3 số là bãi của 7 mà 
đồng thời khêng là bội của 2, 3, 5 với k 

Các lý luận ở trên cho ta thấy rằng “'ý k>7 thì 
đãy (2) chứa ít nhất 50 + 16 + 6 +3 = 75 hợp số và do 
đó đầy (2; chứa không hơn 25 số nguyên tố. 


Với k = 5, k = 6 thì dãy (2 chứa các hợp số va, Vạ, 
v¿ bởi vậy với k >> 1 thì đầy (@) chứa không quá 25 số 
nguyên {ố. Trẻ lời: k = 1. 

2.21. Xét đa thức f(x) = 8„x" + aixhn! +... Ca, trong 
đó a,, ai... a„ là những số nguyên, nÿ> Í,a, @0. Hiền 
nhiên ắt có n„ đủ lớn để |f(¿ì† > 1, bởi vậy fứ@n,) có 
ước nguyên tố p. Khi ấy hãy xét dẳng thức 

f(b¿`+ kp) = ftn¿) +k.Dp. f(@n,, p, Kì (@®) 
với mọi k = 1, 2, 3,... ta có fi(@n,, p, k) là nguyên và 
cả ba số ở đẳng thức (+) đều chia hết cho p. Bởi vì với k 
đủ lớn ta có số |f(n,) + kp){ lớn hơn p và là bội của p 
nên nó là hợp số. 

2.22. a)› Giả sử trái lại có đa thức f(x) với hệ số 
ko: ăN `. f(1) = 2, f(› = 3, f(3) = 5 thì đa thức Øø(x)= 

= f(x) — 2 có nghiệm x= l nên #() = (x — l) h(x), h(x) 
là: đa thức với hệ số nguyên. Tử đó g(3) = 2hc]—=f(3)— 
— 2= 3 là điều không thề xảy ra vì h@›) là mội sò 
nguyên. ˆ 


b› Đặt øx(x) = (x — Í)(x — 2)... — k + Í)(x—k— 1)... 
(x — m), k = 1, 2, .., m. Ta có Øø,Œ) ©.Ú, Øk@U) = Ö với 
a +©k, li <a<=m. Khi ấy đa thức phải tìm là 


« œ) 2Œ) 8mÓŒ) 
IS m E0 E5 4224 Da ca 
ĐỀ " EaÓ) đuồnm) 


©; Đa thức phải tìm là 
Í(X) = X[ (Œ — P2) Œ — p2)... — Pm) + 1}. 

2.23. a) Giả sử trái lại k >0 và k =3" với mọi n@N 
thế thì k = 2”†,m > 0, tià số lẻ > 1. Khi ấy 3*+ 1 = 
= (2?”)t + 1 chia hếtcho 22” + 1 mà 2*+ 1>>+22” + 1 
cho nên 2* + 1 là hợp số. 

Chú ý: Ta có kết quả tông quát hơn 

— Nếu da" + bh là ngưHuên lô Thì (da, b)  Í 0à 
(1, H) = 2* mới k >0. Thật vậy, giả sử (m, n) = ?'h, 
t>>0, h là một số lẻ. Chẳng bạn m = rh, n = sh. thế 
thì nếu h —> 1 sẽ có a" + b* thực sự chia hối cho 8" + D, 
bởi vậy buộc h = 1. Mặt khác không thể (a, b) > l v› 
nếu (a, b) = đ > I1 thì a” + b* thực sự chia hết cho d, 
tức a” + b°" không phải là số nguyên tố. 

— Nếu a" + 1 là nguụên tõ thì hoặc a = f hoặc a là 
số chan oà m = 2*, Thật vậy nếu a là số lẻ > I thì 
a + 1 là số chăn lớn hơn 2. Còn nếu m = 2'h,t >Ó 
h là số lễ > 1 thì a” + 1 có ước thực sự a?!t + 1. 

b) Nếu như k là hợp số thì k — mt, ! < t<<k. Khi ấy 
2 — 1 = (29 — 1 chia hết cho 2Q T— 1 và 1 <<2t!— 1< 
< 2* — 1, suy ra 2* — 1 là hợp số là điều mâu thuẫn. 

Chủ Ú: Ta có kết quả tông quát hơn. 

Nếu a" — 1 là nguyên tô thì qa = 3 ouà m là nguuên 
¡õ. Thật vậy, với a=1 không được, với a >3 thì a"—1. 
có ước thực sự là a— Í, 

Nếu a = 2 mà m =r. ‡, Í <tr<m thì 2" — Í có ước 
thực sự là 27 — 1. Vậy a = 2 và m là nguyên tố. 
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2.24. Nếu 2" + ! và 3" — ! cùng là những số nguyên 
tố thì n phải là số nguyên tố chắn tức là n = 2. Trái 
với giả thiết n > 3. Hoặc có thể lý luận như sau: Bởi vì 
(2", 3) — 1 nên phải có 2° = 3k -EL !, kb>l, từ đó 
2^ + l = 3k, k >> 1, nghĩa là hoặc 2" + Í có ước thực 
sự là 3 hoặc 2" — Í có ước thực sự là 3. 

2.25. Giả sử m>n chẳng hạn ra—=n-+-k,k >0, 
và giả sứ d = (Ï m, Eq) dĩ nhiên ía có đ là mội số lẻ. 


Nếu đặt x = 22” thì chúng ta cÓ: 


1n... . ..Ẻ ẽ.ằẽtểếYếẾYÊNTN 
1, xx®+I 
cho nên F„! F,xe —2. Từ đó đ [Ƒa„v—2, và vì đ 1 Fax 
ta có đỊ 2. Nhưng dđ là số lẻ nên d = 1. 
Xét đãy F, Fụ, F¿,..., vì chúng đều là những số lớn 
hơn 1 nên ta có dãy các ước nguyên Lổ tương ứng của 
chúng 


Đo› Dtb» Da› ... 
đãy này đôi một phân biệt vì dãy 
- FQ, Fụu Fa,... 
đôi một nguyên 1ố cùng nhau. 
2.26. a) Ta có — EVE¿..,.E, = (1 — 2) (1+2) q+ 23)... 
(+2?)›=(1—?) d +23. .(1+ 2) =..= 
nỉ 
=1 — 2 _—_ Tu. cho nên Eu¿¡ = 2 + FVQFy¡... Eạ. 
b) Bằng qui nạp ta có với n>>Í thì 2" >n + I1, 
bởi vậy 2° |2?” cho nên 22°°°— 1|22?”—.1. Từ đó ta có 


2n n 


" n La 4 ~ 12 
1,227 — 1(vì22°+ ' |a 2° „ — l)và bởi thế F „122 =1. 


yn-† 
Những 22”— 1|?” — 3 tức là 222” — 1|af*_ 2 
nẻn ta có Fuj 3P” — 2, 
Chú Ú. Có thề sử dụng ngay câu ä) với nhận xéi rằng 
2n+t|22” và R„= 22-1 =(2”+ 1) (@° — 1). 
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— Đảo lại dễ thấy rằng nếu số mm — 9* + 7 là rớc của 
số 2m — 2 ¡hì fa có m là số Phécma. 


2.37. Chẳng hạn k= 0q — 1.q= 1.2... VÌ với mỗi sỐ 
tự nhiên nta thấy 22” khi chia cho 3 dư 1, đo đó số 


2? +kem2"—1+0q lớn hơn 3 và là bội của 3, 
tức là tất cả các số 2*” — 1 + 0k là hợp số. 

2.28. Giả sử m >1 là một số tự nhiên và n=— mì +k 
(Œ =2. 3,.., mù. Ta có k<<m!-+Lk và k ¡ tai tkbhổi 
vậy 3F — [«<<2m#k — | và 2* — [ ¡ 2nI-* — 1, nghi là 
các số 2m" + — † k=2, 3..., mì đều là những hợp số. 
Như vậy ta có m — 1 hợp số Miécxen liên tiếp, với m 
là số tùy ý. 

2.39. Giả sử n=— 2k, k>>2, la có Ma = 2?° — 1= 

= (2h + l). (2* — lì, Ta thấy rằng 2*-ÐL 1> 3, 2*-—1- 3 
và vì trong ba số 2* — 1, 2*, 2*-+1 có một số chia hšt 
cho 3 mà (2Ÿ, 3) = 1 nên hoặc 2*— 1 chia hết cho 3 hoc 
2* +1 chia hết cho 3, Từ đó suy ra điều cần phải chứng 
mình. 

2.30. Giả sử có vô số số tự nhiên n, với nó mỗi một 
trong các số n và n+ 1 chỉ có một ước nguyên tố. 
Khi ấy coi ¡ >8 và có thề thấy rằng mội trong các số 
m và n + 1 là chẵn số kia là lẻ, bởi vậy một số có dạng 
2* và số còn lại có dạng p` với p là một số nguyên LỐ 
lẻ. Từ đó hoặc 2h — 1 — p' hoặc 2"-L1 — pL Nền p' = 
=3* — 1 thì t = 1 và 2* — 1 =p là số nguyên tố Meec- 
xen. Nếa Là = 2° + 1 thì hoặc † = 1 khi đó 2ˆ +1=p 
là sỐ nguyên tố Phecrmua ;hoặc t1 thì khí đó 2"=p'— 
1= (pb — +) (“p= 1! p2 +... , h1, suy ra rằng t 
là số chẵn, chẳng hạn t = 2k TG, vậy 2" = `—1-% 
><(p*+1d›. Chỉnh vì vậy các số pÈ* — 1, pề -+-1 khác với 2 
cần phải là lũy thừa của 2. Với ph—1 = 2(a cójpÈ+1 =4 
Suy rap = 3, 2° = 2.4 = 8. Vậy la đã chứng minh được 
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rằng nếu với n”>3 các số n và n + 1 có chỉ một ước 

nguyên tố thì hoặc n là số nguyên tố Mécxen hoặc 

n + † là số nguyên tố Phéecimna. 

— Ngược lại: Nếu XI. = 2! — I là số nguyên tổ Méc- 

xen thì các số AI, và AÍ, + Í = 2" có chỉ một ước nguyên 
s - ˆ ~ . ` . 

tố. Nếu F,=23 + 1 là số nguyên tố Phécma thì mỗi 
~- hà kở l1 ˆ^ lì ˆ 

một trong các số E; —1l=2? và F, có chỉ một ước 

nguyên tố. 


3.1. a) GIÁ sử [—x] = œ tạ có << —x<<z +l cho nên 
— (œ-++ l)=<Ấx<<=—xz. Từ đó [x]= —[—x] — 1 hay là 
In] mỹ —IX] — Ì. 

bì GIÁ sử (xi=a, Iyl=f, ta có œ<x<<a+l và 
#<<SyY=7B + Ì nền z + B <x+v<=z+B+2. Do 
x +V=a là một số nguyên ta có x +ÿy =z+BR+l, 
tức là a =œ + B + 1. Từ đó œ +>j—a — 1, nói khác 
đi[X] + [y]=a — 1. l 
3.2. n) Từ IxI<x<<[x] +1 ta có (xi +m<x +m< 
« IxI+m~+] mã [x] + m là nguyên nên Íx + mị = [xI+m. 

b) Hãy xét với n = 2k và n = 2k-+l. 
3.38. ca) Gọi [v} = +, [y| = B8 ta có bị t[iyi +a+B= 
=x +. Nếu O<z + B<<l thì lx+y]=lx] +[yL; 
Nếu 1 <ø + 8< 2 thì [x + y]= [xi +Iy) + 1. 

b) Đài xì = ớứi, Ì = [, 2,..., n. Ta có 


[š=]=Zes+[S:s]> š kư 


i=I i=I i—i ¡=I 


" 
Mặt khác vì 0< [>=Ì* n—I cho nên 
i=[ 


lí~SHPT ' 2x9 


° ". =¬ 
>, IxJ< | 2xi| <S 2 _ [xi] +n—I1. 


i=l i=1 i1 
©) Đặt x = [x] + e«, ÿy =[Y] + «.0<& +, B<1. Hãy xét 
hai trường hợp 0< œ« + ñ<I và lI<z+B<2. 
3.4.a) Hãy chủ ý Ễ + zl =|24a)= 0iếu U<z=<= S' 


bì Đại {x] = a, ta có I nếu —<z<t. 


[xI+ [x +] =2[x] +|*+3]' 

Mặt khác 2x = 2 [x] + 2+ nên ta có [2x]=2[x]-+[2:]. 

Đựa vào kết quả câu a) ta có điều cần phải chứng 
mỉnh. 


©) Giá sử œ = {x|], khi ấy Ất có số tự nhiên r sao cho 


£ +1 


Lì 
—<a= 
n n 


với 0 < r <n. 


Vẽ irái của đẳng thức cần chứng minh : mỗi số hạng 


từ ƒx] đến [z + —“— đều bằng [x] vì số hạng 
n 
lớn nhất irong chúng x + 8-r-! _ [x] + z + 
n 
+ 2=r~1 ~x] + r+1 , nr-l _ [x] + 1 
n n n 


vậy tông của chúng là (n—1) [x]. Tương tự lý luận như 
vậy ta thấy r số hạng còn lại, mỗi số hạng bằng [x] + † 
và tÔng của chúng là r(Jx] + 1). Như vậy vẽ trái là 
n.{x] -+r. Mặt khác vế phải [nx] = n[x] + [ns] = 
=n[x] +r ˆ 
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3.6. a) Cách thứ nhài. Với x không nguyên ta có 
[x] +{[— x]= — ! Ghi tập 3. l.a), bởi vậy tử (m. n) = Í 


ta có 1. không nguyên (1< x<<cn ~ I) cho nên 
n 


xi + I=*”| ¬ [|] + mua 1. 
n " n 1 


Nếu n là số lễ thì vẽ trái có Đ— cặp như trên. Nếu 


n là số chẵn thì vẽ trái có =Ă= cắp như trên và 


ụ" 


một số hạng [ 5 


]= —=—wim phải lễ), nên vế 


trái sẽ là 


n—2 m— { m— Í 
— 1 —— = — 1) ——.Do 
3 (m )+ 5 (n ) 5 


đó trong moi trường hợp về trái đều là : —..— . 


Cách thứ hai, Nói đường thẳng v = -“— x trong hệ 
Hì 


1 Đề nà n : "m TM Bọ vế 
tọa độ. Đề các vuông góc [y]} = [ b‹ là số các điềm 
n 


nguyên năm trên đường thẳng x = k bị chắn giữa trục 
: V163 l m 8 th: JŸ+ 
hoành và đường thẳng y = ——x. Lưu ý một điều là 
"n 


""" 


với l:<Šx«<n_— 1 trên đường thẳng v = x không 


n 


có điềm nguyên. Ta có S= lển | + | | +... + 
n "n 


+ [=> Ì là số các điềm nguyên nằm «rong» 
n 
tam giác tạo bởi đường thẳng y = -—“— x, phần đương, 
n 
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% SN ` P : An... ` 
của trục hoành và x =n, Ta có 2§ là số các điềm 
nguyên nằm «lrong» hình chữ nhật tạo bởi y — m, 
x=n và hai bán trục. Với lưu ý ở trên ta có 2S = 


vẽ . e«_ (m—i1)(n—Í) 
=(m—T1)(n—!); CƯ: NNGE 


b) Số điềm nguyên trong hình chữ nhật 
1<x<pvàÍ<vxsS' 


là pdq'. 
Ta có p' số hạng đầu cho ta sẽ điềm nguyên nằm ở 
phía đưới đường thẳng y = —— x. trong hình chữ nhật 
p 


nói trên; q' số hạng sau cho ta số các điềm nguyên 
nằm ở phía trên đường thẳng y = . x, trong hình 
chữ nhật nói trên. : 
3.6. Gọi A = (ø + 1)(a + 2)... (px — l) paz, ta có 
Äuyzg (pz)† : 
Lãi 
Ta phải chứng mình rằng số mũ của số nguyên tố p 
trong đạng phân tích tiêu chuần của A bằng ø. Ta có 
số mũ của p trong đạng phân tích liêu chuần của A 
được linh là hiệu của số rmnũ của p trong dạng phân 
tích tiêu chuần của (pz)! với số mũ của p trong dạng 
phân tích tiêu chuần của z! đó là: 
T + = tên = a. 
I>I1[ Pp j>ILILPp 
3.7. Ta chú ý rằng với a, b, e là những số nguyên 
dương và V 6 là vô tỷ thì bao giờ cũng có duy nhất hai 
SỐ nguyên aa, bạ sao cho 
(a + bS)* = au + bac, 
_ (a —bWRe)" =aa — buwWẲ€ 
Với n là một số nguyên dương cho trước. 
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a) GIÁ sử (2 + Vũ)" = a„ + bạ V3. 
(hi ấy tá có 
(2 + Vầẹm + 3 —V 3)"=n„-+Dn Vũ +aa —bụ và= 2au 
Bởi vì 0 < (2 — Vũ)" < 1, cho nên từ đẳng thức 
@ + V3)" + (2 — Vả)" = 2a, 


ta có (CĂ+ V 3)"] = 2aa — 1 
nghĩa là {(2+ V'3)"] là một số lẻ, 


b) Giả sử (1+ V3)" = aa + bạ V3 
tà có (+ Vi)? + (1 —- Vi)" = 2a. 
Nếu n = 2s là một số chăn thì 0 < (I - V3»" < l1 
nên ta có _ 
[( + V'Ä)"] = 2aa — 1, 
Nếu n = 2s + 1 là một số lễ thì - 1«‹<(1 - VÄ#ˆễ=<0 
nên fa có : 

[( + V'3)"] = 2a; = (1 + V'3)" + (1 — Vầ)". 
Nhưng (1+ V3)"+(1— V3)" =(1 + V3)?*+t+(1 — V8)?*+! 
=(l + V3*(1 + V3) +(1 — YŠ**(1 — V3}= 
=(4+2V3) (1+ V3) + (+ — 2 W8)" (1— V3) = 
2°2 + V3)*(1 + Vỗ) + 2*2 — V3)*(1-- ý 3) = 

= 3°((2+V3)°+(3—- 3)°+(3+ V3)*—(2— V3) V3)). 
Giả sử (2 + v'3)* = a¿ + bạ V3, Khi ấy ta có 
(1 + V3)" + (1 — 3)" =2°(2a, + 6b,) = 2°+!(a; -+ 3b,). 
ta lại thấy rằng 
(, + 3 bạ (, — 3b¿) = a2 — 0b = a?— 3b? — 6b2 = 


l 


= @(,+b, V3) (a,—b¿ V3) - 6b? = (2 + 3*(2—V3)*— 
— 6b” = 1 — 6b3. 
Nhưng 1~ 6b? là một số lẻ nên a, + 3b, là số lẻ, bởi 
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vậy la có [(l + V3)"} = 2an = 2°*°!'(a, + 3b,) với (a, + 
+ 3b,, 2) = I1. 

Tóm lại: số mũ cao nhãt của 2 trong [( + V3)"] 
bằng 0 nếu n là số chẵn, bằng s + Í nếu n = 2s + Í 
là số lẻ. 

3.8. Đề chứng minh, hãy chứng tổ rằng số mũ của số 
nguyên tố pb trong sự phân tích tiêu chuần của tử số 
không nhỏ thua số mũ của số nguyên tố p trong sự 
phản tích tiêu chuần của mẫu số, 

a) Trước hết ta thấy rằng với a>3 ta có 
[*] no [~] ° li . Thật vậy giả sử -?. ~ 

a a a a 


= Œ--x, & = [~] Khi ấy nếu 0 < 2x<<1 thì [ -—- Ti =: 
a 


= 2ø còn |*#”]= [-] + [] = " nếu 
a a a a 


như 1 < 2x < 2 thì [“-] = 2ø + 1, trong khí đó 


E) bi 
a a 

Vậy với số nguyên tố p >3, số mũ của p trong phân 
tích tiêu chuần của (2n) ! không nhỗ hơn số mũ của p 
trong phân tich tiêu chuần của n! (n+2)!. 

Với a = 2 ta xét hai trường hợp: n = 2k ía có 


2n n +2 
——j = => 2k, —— | = 2k 1; 
 nilbibxtep kcY TA Tại lạird 


n=2k-+1 ta có —_. mi + 
+ +] = 2k + 1. 


Vậy số mũ của 2 trong đạng phân tích tiêu chuần của 
{3n)1 trong trưởng hợp thứ nhất là 2k nên số mũ của 2 
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trong đạng phân tích tiên chuần của tử số là 2k -+ l. 
trong khi đó số mũ của 2 trong dạng phân tích tiêu 
chuần của mẫu số cũng bằng 2k + 1. Trong trường hợp 
thứ hai số mũ của 2 trong dạng phân tích tiêu chuần 
của tử số lớn hơn số mũ của 2 trong dạng phân (ích 
liêu chuần của mẫu số một đơn vị. 

Với a = 3 ta xét ba trường hợp n = 3%, n = 3k + 1, 
n = 3k + 2. Với n = 3k ta có: 


Iÿ]=+= [r|+[*# I:vøin= 8k+t 


bì 

2n n n+2^2 . 
3= 2" [‡] +| 5 |=#U 

“z ¬- „ Ƒƒ2n†_ ƒm n+2 = - 
với n= 8k +2 te có [22] = [Ê | + | 3 2k+f 
Vậy trong cả ba trường hợi, số mũ của 3 trong đạng 
phân tích tiêu chuần của tử số không nhỏ hơn số mũ 
của 3 trong dạng phân (ích tiêu chuần của mẫu số, 

b) Cách thứ nhất. Ta đã biết [2a] + [3b] > 
> [a] + [b] +[a + b]} (bài tập 3.3.c) cho nên 


IBIMHIIDINDIIREI 


nghĩa là số mũ của số nguyên tố p trong đạng phân 
tích tiêu chuần của tử số không nhỏ hơn số mũ của p 
trong dạng phân tích (iêu chuần của mẫu số. Từ đó suy 
ra điều cần chứng mình. 


ta có 


(2m! (2n)! 
mlni(m,n›l 
tra thấy rằng f (m +1, n) = nÝ (m, n)—f(m, n+1). 
Đề chứng minh f (m, n) là nguyên ta hãy qui nạp theo 
m, và áp dụng bài 1.23. 

3.10. Tổng phải tính là hữu bạn số hạng vì bao giờ 
cũng có ké<N đề 2* >n, khi ấy n-+2*<<2*+! nên các 
số hạng lử thứ l+1 trở đi đều bằng 0. 


Cách thứ hơi. Đặt f (m, nỳ = ta kiềm 
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Cách thứ nhất. Áp đụng bài 3.4.b vào mỗi số hạng 


n-+2* n 1 2n n 
8i la [zz ` Ti [ấn | " [mm Ì 
Cách thứ hai. Gọi tông phải tính là Š„, trong công 
thức của $; thay n bởổin + 1 thì mỗi số hạng hoặc 
bằng chính nó, hoặc tắng thêm 1 đơn vị. Số hạng thứ 
r lăng thêm 1 đơn vị khi và chỉ khi 


mk. 


2r+l ar+l 


Suy ra rằng n<< 2" (2m—Í) <n + 1 tức là n+l = 2> 
(2m --1). Với mỗi số n chỉ có một số hạng thứ r như 
thế đo đó: S;¿¡ = Sa +1. Vì Š¡ = Í nên Sa=n. 

3.11. a) z= l, ñ=2, q=2.p=3, dodón = 12. 
b) n= 144. e) n= 75. d) n=787ã. eo) @(2*3*°p)—=2®—l3P-! 
2(p— 1= 180 = 2?.3?.5, lức là 2#2®~l{b — =2. 32 3. 
VÌ p là số nguyên tố lễ nên p— Í ; 2và p— 1: Šš. Từ 
đó p— 1= 2.5 ta có p=i11; p— I=2.5.3. ta cóp=3l: 
p— 1= 25.3? là có p—9!1 nhưng trường hợp này 
không thê được vì 91 không phải là số nguyên tố. 

Với p= 11 có 2*3?—!,10 = 2232.5 nên œ = I1, B=3 
Tì —= 594; 
với p = äI có œ = l, B= 2, n = 558. 

3.12. a) Xét các cặp ước d, d' mà dd' = n. Nếu n có 
bao nhiêu ước d < Vẫn thì có ngần ấy ướcđ:>>Vn. 
Vậy nếu vn. không Ki 2y thì n có một số chẵn các 


ước, còn nếu n =a=œ nguyễn” "thi 1í €ð Tnội số lẻ 
các ước. na 


|ti=m 


Cách thứ hai. xuw= = (¡+ lì (; + Í)...(ay + Ú) là số 
chỉ khi và chỉ khi mọi a¡ đều chẵn” 

b) Giả sử ơn) là số lễ và n Z£ 2*k với k là số lễ và 
>0. ơ(n) = (2 '*! — 1) ơdđ› nên ơ(k) là lẻ. Thêm vào 
đó, mỗi ước của k phải là số lễ nên zŒ› phải lễ, theo 
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câu 8}? thì k phải là chính phương, tức là n=2Tk, k=a*, 
r >0. Rồ ràng hoặc r = 0 hoặc r = 1, vì nến r > Í thì 
ơ(n) là chẫn. 


Đảo lại nếu n = a? hoặc n = 2b? thì n= Sinh, Đ> n 


trong đó p là nguyên tố lễ. Khi ấy ơ(m = (2*+! — 1) 
xơ (0171%...ơ 
các số hạng lẻ). 


› là lễ vì ơ(p”) là lễ đồng một số lễ 


œ) lếu n có it nhất một ước nguyên tố lẻ là p thì (m) 
chia hết cho số chẩn p— 1. Nếu n= 2' thì @(n) — 27-1 
chia hết cho 2 vì r> 1. 


Bây giờ giả sử m có hai hay nhiều hơn hai (hừa số 
nguyên tố khác nhau p, q thì ta có œ@(m) ; (p— l)(q — 1) 
(q, q là những số nguyên tố lễ vi (na) không là bội 
của 4). Chỉ cần xét vớin = I, 2", p$. Trả lời n = l1, 2, 
4, p%, 2p* với p là số nguyên tố lễ đạng 4k + 3. 


3.18. Với n= py Xà }G hy lAA ta có 


k(2z¡+1) k(4s + 1) 
P I ải Pạ 3 Xc 


1 phŒ +1) — 1 
r 


(1N) = 


k ì k ˆ* 
Đị —Ì Đạ — Í Đ„ —Í 
Chú ý. Ta có ơ @) = S 1=r(m); g(n= ^> d=ơ(n), 
` : d/n d/n 


t(n) 
3.14. a) #iệ }= ———— (|[†a»? = n7Œ), 
hh đ/n ld_ an 
Hà 


bỳ) S d= = ()= n 


d/n đ/nÃ 
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8.15. a) Cách thứ nhấi. Qui nạp theo n với chú ý rằng 


[HT] nếu d không chỉa hết n + 1, 
[ n+1 | LẺ đ 
ä [z] + 1 nếu d chia hết n -+ 1. 


Cách thứ hai. t(Ù + 1(2) +... + r(n) bằng số tất cẢ 
các số d là ước của l, hoặc 2, hoặc 3,.., hoặc n. Mặt 


khác số các ước đ = Í của đãy 1, 2,.., n bằng [7] 


SỐ các ước d = 2 của đãy 1, 2,... n bằng [ , |-- Từ 


3 
đó suy ra điều cần phải chứng minh. 

Cách thứ ba. £CỦ + t2) +... + r(m) bằng số các điềm 
nguyên (x, y) mà xy = 1, xy = 2,..., xy =n bằng số các 
điềm nguyên nằm giữa đường hypebôn xy = n và hai 
bán trục ox, oy, mà số các điềm nguyên có hoành độ 


x=È l Ixị 
k 


b) Có thê giải như cách thứ nhất hoặc cách thứ hai ở 
câu a. 

3.16. a) — Với n = pq ta có ơ@1) =(b+1) (q+1)=2pq 
nên suy ra (Ð — )(q — 1) = 2, từ đó n = 6. 

— Với n — p°?g ta có ø(n) = (p2 + p + ‡›(q + =2p?q 
nên suy ra (q — Ì)(pÊ — p — Í)›=2{p + 1). Nhưng ta thấy 
(0+, p?—p 1 =1 cho nên p?— p_— Í = 1 hoặc 
,?—p—1 =2. Nếu p?—p_— 1= thì p=2, khi ấy 
q =7, nghĩa là n= 22.7 = 28. Rð ràng n = 28 là một 
số hoàn chỉnh. Nếu p*— p— 1 = 2 thì p là ước của 3, 
song 3 không nghiệm phương trình pÊ — p — 3 = 0. Vậy 
ta có đáp số n = 28. 
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họ Chứng mình bằng phản chứng. 

— Với n = p°. Giả sứ n = p* là một số hoàn chỉnh 
p°+! Ai 
ĐTÍ 
suy ra p°+!—p* =p*“ —1. Đẳng thức này không thê 
xảy ra với plà số nguyên tố, bởi vì p>>2 ta có p—l1>1 

cho nên p"“+! _~ p“ =p*“.(b— l) > p*”>>p“— 1. 

— Với n = pồq. Giả sử n = p3q là một số hoàn chỉnh 
thi (p`+Pp?+p+D(q +1) = 2p*q 
suy ra 

(b — p? — p — D(q —  = 2® +p +1). 

Nhưng (pÌ —p?—p_—l, p?+p+ =1 nên hoặc 
ĐỶ—Pp#—p—I=l hoặc p? — p?— p — † =2, tức là p` — 
—p?—p — 2= 0 hoặc pÌ— p* —p — 3= 0.p°—p?— 
—P—2=Ucó nghiệm nguyên p thì p2, do p là số 
nguyên tố ta có p= 2, nhưng p = 2 không nghiệm đúng 
phương trình pề — p?—p — 2=0. nói khác đi phương 
trình p”—p?— p— 2 =0 không có nghiệm nguyên {õỐ. 
Bằng lý luận tương tự phương trinh pÌẰ—p?-p— 3=0 
cũng không có nghiệm nguyên tố. Do đó không thê có 
các số hoàn chỉnh dạng n = pq. 
ph—I 

—Í 


thi ơ(n) — 2n thế thi =2.p* 


3.17. a) ơ(pb“) = p” + <2p* — i< 2p”. 


b Hãy lấy n — 2*. 


œ Giả sử n = p*q? với p, q là những số nguyên tố 
lẻ phân biệt thế thì ta có 


ø(p*q?®) = R stuá se XI TH ba _ hpg ?n. 
pb_—i q—Í (0—l1)(—]) 


Nhận xét. Từ kết quả cầu a, fA có kết luận: có 0ô số 
số thiểu. 

3.18. a› Hãy dựa vào công (hức tính g(m) 

b) Giả sử m = LỜNH ốu và ĐH Khi đó ta có 
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œ(m® = mị* ñ (: X —) =n®-l : n( | ('~z)| 


mỉ li + bị 


= mx»-! guñ) 


3.19. ä 2} @@œ5 =ø() +@(@)+.. +ø(0®9) = 
¡=0 


=†+p—D+@?—p)+ .. + (*—p*T) =Ð*: 
bỳ Giả sử n= - p3" ve - SIeP la có dịn khi và chỉ khi 
- Bá, 


d=p, - Đẹ Xổi <z¡, Ì = I1, 2,..., k (xem 11V, 
§2. Bài củ hai. nh vậy 
5 ø(d› = TƠ tủa ĐỀ"... BI) - 
dn B: Thợ so đi 
to 1, 22 k 
2 k 
= Soø 1ø œ5 )... @ (ph) 


Bi —=0:1;...: #¡ 
i =1, Đ,.. k 


". (0ˆ) ~?(PÐ +..+@0† 9= ñ b =n. 
i=1 
5.20. Giả sử m >2 thế thì m — Í > 1 và (m — 1, m) 
= (l, n)= 1 cho nên suy ra @(m)>— Í. 

Bây giờ giả sử chỉ có k số nguyên tố là p¡, pass...» ÐĐa- 
Khi ấy mỗi số tự nhiên x < m = p¡p¿...D, †a có x đều 
có tá nguyên tố p¡ nào đó (giả sử x >1) với 
i= 1, , k, bởi vậy @ m) =1. Song rồ ràng m >2 
nên ® len = 1. Diều mâu thuẫn đó chứng tô rằng có vô 
SỐ SỐ nguyên {õÕ. 


3.21. a) GIẢ sử pạụ p»..., Jx là các số nguyền tố chỉ có 
mặt trong sự phân lích tiêu chuần của a ; q¡, 2›..-; Q› 
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lả các số nguyên tố chỉ cỏ mặt trong sự phản tích tiêu 
chuần của b; l¿, lạ,.... l, là các số nguyên tố có mặt cả 
trong sự phân tích Liêu chuần của a và b. Te só 


œ@(. b) = ab n " ñ Ị —) s (t-1}= 


{zz Í Địó bei {22 tị 


H ‹ — x) = dẹ (m) 


ụ 
© œ(b) =ab Ƒ] Ợ — =— 
i=1 Pứ ¡=¡ 


li _ 
= (4) @ Cb) ——-- từ đó @ (d)  (ab) = dự(a@)£(b). 
œ@ () 
3.23.  @(Œ) =2), la có x=2); 97,3; 29,0; 21.17: 
95.3.5;:23.3.17; 2?2.5.17; 2.3.5.17. 

b} @ @Œ) = 12. Có ít nhất hai giá trị x = 13 và x = 26 
nghiệm đúng @ (x) = 12. Bây giờ giả sử p là ước nguyên 
tố của x thế thì + (Ð) | @ Œ) (bài tập 3.18a). Vì @œ) =12= 
= 2?. 3, nên hoặc p = 2, p = 3hofep — 1 :2,p—1‡!3. 
Từ đó các khả năng có thề của p là p=2, 3, 5,7, 11. 
13 (vì p< l3). 

Với p = l3 la có xị = 13. Hơn nữa 12 = 1.12 mà với 
{ = 2 có @(q) = Í nên còn có xạ = 26, 
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Với p = I1 ta có @ (p) = 10 không chia hết 12. 

Với p= 7 ta có j@(p›= 6, @(x) = 12 = 2.6. Ta hãy xem 
có những ước q nào mà ø(q) = 22? q=5 không được vì 
(5) = 4> 2: q = 3 la có g() = 2 nên được xạ = p.q=21, 
œ (32) = 6 >2; q = 2 ta có @ (2) = 1, @(2? = 2 nên được 
x¿ = p.q? = 28, 4(2) = 4 >2; q = 2.3 ta có œ(6) = 2 nên 
được x; = p.q = 42. 

Với p = 5 tacó @(p) = 4,0 (p? = 20 > 12. Với @ (p)=4 
ta hãy xét có những ước q nào mà @(q) | 3, q = 2 có 
(2) = 1, ọ(2?) = 2<-3, (2) —= 4 >3. 

Với p = 3 bằng lý luận như các trường hợp ở trên 
(ta được xạ = 36. 

P = 2 không thề xảy ra. 

Trẻ lời: x := 13, 21, 26, 28, 36, 42. 


` 
.. 


vi Số dhÀ 127 
4.1. Trả lời: ——= [2: 2, 3, 1, 5]; 
rả lở s2 [ 1, 5ð] 
83 
——— =[_-Í;Í,1, 1, 1,5, 1, 2, 2|: 
TL: Tê ] 


1,23 = {1: 4, 2, 1, 7]; 
0,00012 = [0; 8333, 3] 


4.2. 7rả lời: {0; 1, 2, 3, 4, 5] = l5, 
225 
(1: 10, 100, 1090, 1000,— -lÍ 010 111 101. 
10010 101 001 
5 9 
{a: a, a, a, a] = a da tồổa, 
a4 + 3a? LÍ 
3Dö®% ¡3 
[aA:b, a, b, a] = aÐb° + 1ab+3a 
a°b? + 3ab + Í 
4.3. a) P: = q;Ps_¡ +?:_;, Pạ — Dạ = qs:Ps_; 
Q: = q:Q‹_¡ + Q.-¿, Q, —= Q;-¿ = q:Q:.... 
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Từ đó (ta có: 


li Lư LT: 
— — Í — ——|=(: 
( 1; )( BS ' ° ` 
Q.-¿ Q.. 1 Q..: 
~_°>— _ ={dq: 
T16) mỉ Ñ 


So sánh các kết quả ở trên suy ra điều cần chứng 


minh. 


b) Biến đồi vế trải: 


* đs+: 


- s+i 
s+1 


2y QcT¿ — Đà Qo+a = 


= (ds¿z P;+;¡ + D;) Q,—¿ — D¿.; (đa Qui + Q;) = 
= đa+; (Ps+i Q—v — P¿ ¿ Q+) ÐP¿Q: ¿ — PsvQ: = 
= di+2((đ:1¡ Ðš + PT) Q;_š — P sa (ds+(Qs+Q: 1) 


+ q; 
= qds+sqs+iCP¿ 


lu + P...;) Q:;—; HN (q: Q..;, + Q: 2)= 
Q:..¿ — P,-; Q2) + đoy¿ (Pa—i Qàca — 


— P:.;Q:;_j) + q.(P;.¡Q;.¿ — P; ¿ Q; ) = 


= đ:.: dd: +i((qđs 


LH + l1) Q: ~-2 P... z(qs Q:-: + 


+ Q.22) +dqs+¿zC— 1)° + q(— 1)° = 


= đa+2 đ:ƒ: q:(Í?:_¡ Q.2 — Q:-¡ 


P2) + qaya(— Í)Š + 


+ q;CT— 1Ÿ = (— )° (đs¿¿ đs+i đa + đsx¿ Đ đà). 


©) Bởi vì - k _ _Pk-t 


= (— "—- nên {a có 
Q. QLằ¡ Q: QL-: 
Ð, Đẹ Pẹ P... II P:.-; 
Q. Q. Q:; Q._¡ Q.-: Q:;c; 
PL ÐP_— CÚ (ÙS2 1 
+ —=—=— =-_———— —————— .. n. 
Q; Q. Q;.¡ Q. Q,_¿ Q.Ă: Q.,Q: 
n {; là —L + P —2 1 
4.4. a) ¬= _ " = da + 
n—l Pra 1 PạT~t 
Đạ..2 
Đa 1 P., _ dqq, +1 _ 
Pca = dnằ~i + B P, = _— =qi:i+ đo 
Pa s 


= đ::¿‹+ ‹ 


— =(::2{:+i- 
Q 


+ 


„ a]- 


— =z [{n: tJé-b 
1 
đa + ——.- 


Qua 


-„ II. 


Từ đó ta có: 


[dai dđa-t- 


uên ta có 
SUn 
Qa_¡ 

Chủ Ú. Có thề chứng minh bằng phép qui nạp theo n. 

4.5. a) Gọi (DP;, Dạ _;¡)= d. Từ P, = q;Ù;_¡ + P:_¿ 
ta suy ra rằng (P,.„ P;.„) = (D;, P._.;) = đ và cứ tiếp 
tục lập luận ấy la sẽ có (Pi, P¿) =d. Như vậy đ =(P,. 
P,) = (qiq¿ + T, qạ) = (1, du) = 1, và đo đó ŒP¿, D..) = T, 
bạ Chỉ dẫn. Chứng minh tương tự câu a). 

.. q1 
. từ đó đo Pạ =0 


Pạ 


4.6. Chỉ dẫn. Hãy qui nạp theo n. 
4.7. Áp dụng bài tập 4.1 ta có 
[dn; da—i› -- 


Tụ = 
‹ Đạ-¡ 
Ề An NV : Tạ 
và theo giả thiết ta được = 
vỆS) Qa 
ta được Pạ_; = Q›. 
4.8. n) Ta có V3 ={1:Q, 2)] và bằng các giản phân 
đầu tiên của nó là: 
: Ị ị Xã 
qs H ID ‡ 3 ị 1 Mì sỦy 
›, KT, 7 nh... ..- CEO... Ch 
1 # 3 4 11 15 41 


Tử | — t. mm < 09,001 suy ra rằng 


Q, Q.+: lex 


Q2 > 1006 tức là Q, > 33. Vậy có thề lấy số hữu tỷ xấp 
xỉ tốt nhãt của 3 với sai số tuyệt đối nhỏ hơn 0,001 
„T71 
là ——- 
TT 
b) Ta có VÌ = [3: (3, 6)], bằng các giản phân đầu 
tiên của nó là 


3 


| J 3 | a6 | 43 | H8 | HH7 
ị Q 1 3 19 60 379 || 


199 


q4 | 3 9 3 ị 6 ¬ 


Trả lời ; Số hữu tỶ cân tìm có thề là 


4.9. Cách thứ nhàt : Dựa vào hăng đẳng thức 
(Va? + 1T —a)(V a2? + 1 +a) = I 


ta có 
——— l 
a*#+ l a = ——=—— 
y Va*+T + a 
hay là: : 
——— | 
v a* Ì — a = ————-—. 
+ 2a + Va* + l~—a 
Thay biều thức của Va#+Ï — a liên tiếp ta được 
lườơnn 1 
Ya*+ l —a = 
H 
2a + 
2a + 1 
2a +. 
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cuỗi cùng ta ' được 


Vộ cscaos 


2a + n 


2a + 
2a + 


Cách thứ hai. Gọi œ ={[a; (2a)] ta có a = [a; «} = 


1 : B212 4 154 b 
=a + ——, trong dóaơei=[2a ; 2a. 2a,..] = 2a + —. 
ø; kãi 
_ F : ít ơi TDÍ ` 2a œ 1 : 
Từ đó tạ có k = 3817 Ì và, = C2“ Ì tực là 
LÃÌ lở) 
} ` ¬ 
«ị = - VẢ . — Ju aị; — | = Đố Thay ai theo œ 
—q 


ta có a#—a?— | = 9, Vị 6 < a << x 1a được e= Và? + Í. 
4.10. a) Đạt « = [2: 3, (Đi và x = [3; Œl, 2) 
Í 


lt CÓ : &@=22+- ¬= 2~+ : ¡7 Yvà2<x<3. 
& CÔ Nhoệ CC l+—— 

b X 

Ta có phương trình theo x là x?—2x—2 = 0, với điều kiện 


2 s7 x c3 ta được x = 1+ V3 Từ đó a = 2+ 


"".... .. |, ..:F 
TA. na HH 
tự ự3 
bị 16 = V3 
1Ị 
©) Đại z =[a; (b,a)] =a + ==.. ,œ >a, ta CÓ 
b+— 
œ 


ba? — abz — a =0. Từ đó vìa > Ô,ơ > a >0 ta được 
ab + (a?p? + đab - 
2b 


œ= 
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4.11. Đặt a — [a: b, a. ..] ta có [0:b, a,..] = œ—=a' 
Theo như lý luận ở bài vớ 4.10.c, ta được 
: ba? — abz — a = Ó 
hay ` 


“(va — 4) =- 


4.192. Với s > 2 ta có 
Q. N q.Q..› + Q,..¿ > Q... + Q,_: > 2Q..z- 
Ap dụng hệ thức này vớis = 2k vàs = 2k + I ta được 


I 2k —: 


k_— — 
Qụ 2/20 <3 308 Ôien 7 
(3k O1} —1 
Qạx.i > 2*Q( > 2° =2 Ỷ h 
a—] 


Như vậy với s > 2 ta có Q, >2 2 
Cách thứ hai: qui nạp theo s. 


Với s = 2 ta có Q¿ > 2Q. =2 >V 2 =2 Ẻ 
k—I1 


Mã 


GIÁ sử Q, >2 ? .2< k<s.Rhiãy 
(s — 3) —] cq—[Ị 

Q, > 2Q._;¿ >2.2 ? =3 3. 

4.13. Giả sử a = [q¿:¡ đu, q2....} và ta có dãy 
t! =Q,<Q,<.Q:<.... 

Ta nhận thấy có thê xảy ra: 
Có chỉ số ¡ nào đó sao cho Ô¡ << £ <Q,,¡ Khi ấy 

¡| —'ði | S——— St nên ía có thê lấy 


Q.Q:.› Q¡r 
3-7 


`. Ki , FÕ ràng |+ có < 
b Q: b 
Nếu không có chỉ số ¡ nào đề Q.<tx<<Q¡‹¡ thì có nghĩa 
là đầy 1 =Q,<<Q\¡ <Q¿<... dừng, ta được điều Lương 
đương là z = [q,; qu, đa.... quÌ. Khi ấy rõ ràng Q„ << 


< t(r > 1) nên | — ð,| —0<& 6, 


<-Ì .0<b<t. 
bự 


: ., 8 
.dđo đó VỚI — = 
at b 
= ôụ ta CÓ 


Cách thứ hai (Đirict6). Giả sử to {r}. Chúng ta xét 
tập hợp t+ 2 số gồm các giá trị phần phân {xz}. 
x= Ô, 1,.. Í, và số 1 (trong đó như ta đã biết 

[xe] = xe — [xz], 0 <{x«| <9). 

Hiền nhiên mỗi một trong các số của lập hợp này 

phải thuộc một và chỉ một trong t + 1 khoảng 


N mm nan nan 
t+1/ | t+i1) t+ị/ [tự tri Tt+t 


(các khoảng đầu là nửa đoạn, khoảng cuối là đoạn). 


Bởi vì có t3 số nên nhất thiết Ất có một khoảng chứa 
hai số trong tập hợp {[{[xe], 1} (@ = 0, 2..., 0. Hiệu của 
hai số này không vượi quá độ dài của khoảng chứa 
chúng, nghĩa là < = < BI : 
t+1 t 
Nếu {x;z| và {x;a} là các số như vậy thi 


l[Xzx| — [xi3 | = [Œs — Xe x — ([xa#] N.. 
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GIÁ sử x¿>>xị, ta đặt b= xy — xị và [xạ«] — [x:«] = a 
thì rõ ràng 0<h<t<r và !ba ~ a| <+ . tức là 
£ 


Ị a 1 
|ư&—— 


Ị Sàn 3 
Nếu { x;« } và 1 cùng thuộc một khoảng thì |1 — {xa« || = 

= |Ï — Xsa-+ [Xg#] ! = 1 xạx> — (l1 +[Xa#]) L< —- Bằng 
cách đặt xạ = b. ! + [x;œ] = a thì rõ ràng 0<<b <t<+% 
và † bạ — a Ị <=: tức là 

Í-~‡l<#= 
Chú ÿ. Nội dung của cm lý này: với số thực œ tùy Ý 
và r >> ] tùy ý, ắt có số hữu tỉ ¬ gần đúng œ sai sỐ 
tuyệt đối nhỏ hơn —= trong đó Ô8<b<<£. 


Chẳng hạn đối với VYTð có sr gần đúng nó với sai 


số “Tnuäp „ trong đó b không vượt quá 1000. 


— Áp đụng: Hãy xấp xỉ V'TŠ bởi phân số x sao cho 


. Ta cé 


sai số tuyệt đối nhỏ hơn . : 


00h 
19 =4: (2. 1, 3.1, 2. 8)] 


170 1421 
39 326 


Ta nhận thấy mẫu số Q, lớn nhất < 100 là 39. bởi vậy 


170 ~— 170 1 
có thề lấy — = —— I 18 —-—— . 
5 “3p la cój|v 39 | ¡00.38 
4.14. a) Hai nghiệm của 3x? — 10x +7 =0 là 
Xị = —. ;.Ỷxgạ mm J— v11, 


Kim [4: (6, 30]. x; = (0: 1.5, (3, 6)]. 


¬ 1 1 
Từ >*Ì<X————=—;- <(0.1* 
Q. | Q.Qa.› Q 
suy ra Q, > 100. 
Ị 
q | 4 6 3 | 6 | ù | 
LiÌ TY TT | | t 
h, “« 2 r9 49g ị 
Q. 1 6 t9 120 ị ị 
q4 Lủ 1 5 | 3 | 6 | 
K2 ————|—— | 
ki ha _, k4 bá tới 
Q: 1 Ũ 6 t9 120 
Vậy có thè lấy xị = ng (-+ 0,0001). 
xz ~ 1Ô! (_ 0/0001). 
120 
bị |xi|=Š=Ý? =[: „3, Œ, Đ] ~iC ~0,0001) 


449 
Jxai=Š 5 ˆ =8: (4, Ð] = Tag: CÈ 8/0001) 
tử đó fa có 
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xi m~— T (+ 0/0001) và xạ>~— nạ (— 0,000 1). 


4.18. A) œ& = [1:(Đ]<=(1:á].x«= 1+ -L, >>. Từ đó 
m 


ĂẨ? — &— Ì=U,œ >1 cho nên 


_ l+W5. 

=———- 

b) 'Fa có UỦ¿¿a = Ủs+i + Uạ, n = t1,32.... ; Ủy = Ua = 1. 
Đ,  Í "... 2 _ U+Uạ _ U¿ 
Q1! Uy `Qc ï DĐ n.. 

“¿— 

Q. › Ú; 

Đ„ TP qaPn_: + Pa_¿ = 1, han + U, ca Da¿a 
Qs qaQa- ¡+ Qi-¿ t: Ua + Ua_ ì ai 
e)› Hãy qui nạp theo n với chú ý rằn 
Đi ni Y5 b I—VWỗð 


3 k 3 


xảy ra với <s<n. Khi ấy 


và L, =- sang + ạ-a = ((an—! ~ bnn), + cạn“ ~ 


1 
v? 
—b°~3)= J= («m ( _ , kí be=!Út -+)) = 


= —-— (aA"—b*"), 
MK=) , 


5.1.) Ý = EI+täi y= —Í 0l; t†=9, +ỉ.... 
b)x>= 2+Ii, v=l+t',t=0,~+!.... 


e) -È =[8: 3, 12, 1, 2| 
11z 


P¿_¡ = 13. Q, ¡7= 40. n =4. bởi vậy 


xe = — 8360, = — 8350 — 1171, 
Yạ,= 271. b y=2717 + 38L 
t=8, -b1,.. 
d) (258, 175) =1. — 258 _ [—2:1.2. 9,4,2 
| 175 
n= 5, . = — llõã, Q,= 78. xe= T— 78.113. 
Ye=~— llỗ. 113. từ đó ta được 
ị X mm — 78.113 + 17õ1, 
y = — 115.113 + 258L, t= 0. +1... 
1657 : 
e©) (1657. 367) = 1, ——— = [4; 1, 16, 5, 2]. n =5, 
( ) 3a7 [ ] 


P„ = 7ð1, Q= 167, xe = 167.23, y„ = 754. 23, tử đó 


ta được : - : 
x = 167, 23 + 36/I. 
" [S234 23 + 16571. 1 = 0, +1... 
5.2. a) (6, I1) — 
bẻ x= 2m +4+Ì1i, 
bộ — —m —2— 6t. L= 0, + !,... 


1: x, =(2m vị Y% ={m~z}1 


b) Phương trình có nghiệm nguyên khi và chỉ khi 


m= 5k + 3, k là nguyên. Khi ấy 
x= 4k + 2 +õI 
la = —2k —1— 3l, tt =0, +1,... 


m — 2 


= Ì ———— |, 
+. €) bẻ + 4 
y=-l+Ttt=0 ”1.... và 


đa =(3, m—2)= 
na q<⁄# và d= sa 
m = 3q + 1,q€ 2). 
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hoặc 


đì : 
y=Tl— Ttt<=0, le. Và 


đ = (3.2m — I)= 1:3. 
e) Ta có đ = (5. ! +3m) = I1 hoặc 5. 
Nếu m = 5k + 3 thi d = 5, nhưng khi ấy 2mm+ 1=5]+2 
không chia hết cho d = 5 nên phương trình vô nghiệm. 
Nếu mœ5k + 3 thi d = 1, khi ấy phương trình đã cho 
có nghiệm nguyên. Xét những trưởng hợp có thề 
= 5k + r (r = 0, 1, 2.4)1a sẽ được công thức nghiệm 

tương ứng trong các trường hợp ấy.” 
5.38. Từ a" + b° =e€ và (a.b, c) = í ta có (a, b) = 
và a.,a°~! +b. b"—! = c. bởi vậy ta được 

(x manh! + bị, 

‡ y =b nh at, t0. +l.... 


5.4. Bài loán đưa về giải phương trình nguyên 
17 v=5x + 2hay 17v —5s =2. Nghiệm nguyên của 
phương trình này là 


Xx=3~+ tít, 
: v=l+ött=0.+!1.. 
Trẻ lời: § = 3 + 17t. 1! =0 + 1.... 


5.8. Giả sử m.n là hai số nguyên dương và a, b là 
hai số nguyên tố khác nhau lớn hơn m + n. Giả sử 
e =am + bn, x = in, v =n là nghiệm nguyên dương 
duy nhất của phương trình ax + by =c. Thật vậy, 
gi sử xì, vị là nghiệm nguyên dương khác của phương 
trình, tức là ax; + bvị =c. thì không thề đồng thời 
Xi: >1, vị > n hoặc xị; >m, y¡>n vi khi âv 
axi+.bv;¡ >am + bn = c. Do đó hoặc 0 < x¡ < m hoặc 
0<v:; <n. Nếu xị <=m thì 0 <n — x;<<m và 
axy + bv; = am + bn nên by; = a (m — x¡) + bn, nghĩa 
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là bla (mm — xị). Nhưng (a, b) = ¡ kéo theo b¡ m — xị 
là điều không thề xây ra được với b>m. Tương tự 
nếu y; <nta cũng đi đến mâu thuẫn. 

§.6. Thật vậy, chẳng hạn phương trình x + y = m +! 
có đúng mì nghiệm nguyên đương 


x=t 

Pa nai (2n 
6§—u—1, 

¡ —u+ 2l, 

ủ, u = 9, + 1,.., t =0, +l,... 


b) { x=9 - lu + 53t, 


” 


HH 


§.7. Trả lời: a) { v 


N 


v=2—ðöu + 23t, 
z=u;nu.†t= 0, -+l,... 


5.8. a) x= +19t, 
V= ~—i—đt, 
z = lI+61:t=0,+!... 


=_-I_-9I. 
= — l—6t, 


2+51:t=0, +1... 


v 

x 
—— 
N4. 


c) x=l_-¿ð2L, 
{:z:+» 
z =—l—-öI1;t=0,~+kl, 
œ) X =6 _— 21I1,- 
{r=+- 5 
z=—-l+õt;t=09, +1 
e) xe=l+t 
{;-'! 
z =t;t=0Ð, +1... 


5.9. a) Phương trình đầu chota x = l +21, v =—I—ðt, 
t nguyên. từ đây với phương trình thứ hai ta có 

(m + I)z_— 12L =m + Ì. 
Phương trình này cho ta 
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rn + Í 13 


t= ả t,?z=—=1+ 3 t¡ với đ = (m-+1. 12), tị; nguyên, 
( 
Từ đó ( x=l1+ 2(m + l1) t 
a 
yv—i- ứA + DỤ 
d 
- 12 
———- 


đ —(m +1. 12), t; là số nguyên lủyv ý, 
đ) Phương trình đầu là 3x — ấy = 1 + 3z, với z là sỐ 
nguyên tủy ý. Ta có: 
x =3 + 8z +ii. 

ị Yy = l+3z+ 3L tnguyên. 
Từ đây với phương trình thứ hai ta có 

t—ứn + Ì)z =m 
và ta được 

z=—Ìi+tU, 
¡ t† = — Í+ ứn + lìu. u là nguyên. 

Cuối cùng ta có 


x 5mu + lÍn — 9, 
Y mu + 0u — Õ, 
` z = — Ì+u.u ÌÀ nguyên. 
5.160.a) Ta phải có tq, V € 2sao Cho x = 9U, XI =25V, 
từ đó 25v — 9u = 1, tà được v = 1 + 81, tt 1l + 2ðt, 
với Ð <€t†€ (vì x >0). Từ đây suy ra x = 99+ 25t, 
t= 0,1... bì Giả sử x = 2lu, x + l= 185v, u.Vv€/. 
Khi ấy suy ra 165v — 2l u = 1. Không thề có u, v €2 


h 


thỗa mãn đẳng thức l6ãv — 2u = I vì (165,21) = 3 
không chia hết 1. 

eỳ Theo câu a) la có x = 99 + 225, t0, 1, .. thỏa 
mãn x bội của 9, x + ! bội của 25. Khi ấy x + 3= = 181+ 


+ 3251. Ta phải có 2221 + 101 — 4z, dz — 2251 = TÔI, Từ 
đày t—I101 + 1k, k >z20. Vậy x=—22620 + 900k, k=26, 
37 --- 
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6.11. Ta có 104x + 109x + 10?x 10x + x= 16G103v + 102v + 

+10y+y)+rvà 10Ÿx + 1084 + 10x+x=16(102v + T0Y Ty + 

+r— 2000. Suy ra từ đó rằng 5x = By + 1; l<x.y<9: 
Trả lời: x—= 5; y = 3. 

5.12. Số đó là 91. 

5.13. Các số nguyên phải tìm là x = 2091-+23, t=0, 1,... 


K14. IERME VEit 
7x— 1—ñv,u.v€Z 
Giải ra tìm được x = — 2 +35t. t€Z 
5.16. 112, 812, 532, 2352, 952, 672, 392. 
s16, `. : : 
y=5+7v,tu, v là những số nguyên. 


§617.x=—4+ 13L. 0<t<4 
Đáp số: (— 4; — 2), (9: 6), (22: 14), (35: 22) (48; 30: 
5.20. Gọi số phải tìm là x. la có 
x= đãi +3 ñxạ + 4 = 7Xạ +9. ` 
Với xị, xạ, Xx; là nguyên. Tử đó x = 19 + lÍIÔt, t nguyên. 
Đáp số: x = 299; 439. 
5.21. Số phải tìm là x = 262. 
§.22. Phải giải hệ 
x=2+ñyi= l +Ñy„ạ= 3 + llyạ. 
Giải ra tìm được x = 377 + 440t, L nguyên. 
5.23. (x = 41 + l0ẫu; y = 24 + 30v) với u.v €Z 
5.24.  hìị dẫn 
8a) V3 =([1; (1, 2]; xụ= 2. Vị= Ì. 
bọ Võ ={2; (2, 4)]; xi: =ỗ: yì =2. 
© V13 = [3; (1, 1. 1,1,6)]; xị = 649, yị¡ = l80. 
đ) Vä3T =[5; d, 1, 3, 5, 3, 1, 1, 10)]; xị—1520,y¡ =273. 
e) V41 =6; (2, 2, 12), xạ = 2049, yị = 320, rong đó 
Œ:, Y0) là nghiệm nguyên nhỏ nhất. 


236 


5.25. Đặt u—=3x—2v,v = v—x fa Cóx=u+2v,y=u+3v 
Khi ấy u?— lỦv* = 3x*#—2y?—J. Phương trính u?—0v?=1 
có nghiệm pguyvên là 

1 =¬ — 

tạ = Ký + ĐŸ öh + (5—2 00"), 

Vạ= *#ÝẰÝt ——(ö+2Ý%6"—(5—2 V60, n =0, 1, 2,... 
Từ đó suy ra x, v theo xe=u + 2V, y =u +3v. 

2.26. Chỉ dẫn. Giả sử x,Y là nghiệm nguyên của phương 
trình đã cho thì 
6x% + 3 = (2y + 13, 
tủ đó suy ra 2y + 1 chia hết cho 3 nghĩa là 2v + l=öil, 
(€ Z. Khi ấy ta có 3t? — 2x? = I. 

Mặt khác nếu t, x là những số nguyên thỏa mãn đẳng 
thức sau cùng ở trên thì t và cả 3 t phải là số lẻ nên 
có thề đặt 3t = 2y + l, y € Z. Tử đỏ 

(y + 1)? = 912 = 32v2 + Ú) = 6x2 + 3, 
Nói khác đi x, y là nghiệm của phương trình đã cho. 
llãy tìm x, t tử phương trình 3 — mù = 1 (xem bài 
3L— 


tập 5.25). Từ đó sẽ được x; Yy= là nghiệm phải 


tìm. Chẳng hạn x = 11, y=Íi3là = nguyên nhỏ 
nhất của phương trình đã cho. 
5.37 Chỉ dẫn: Giả sử 2n + 1 = x9. 3n + ! = v`, trong 


đó x, y ŒN ta có 3x? — 2y? — l1 và n—x? T— x'. Hãy 
tìm x, y từ phương trình 3x? — 2t ˆ=1 (xem bài tập 
5.25) và từ đó suy ra n = y? — x”. 

5.28. Hiền nhiên x = l, y = 1 là một nghiệm của 
phương trình đã cho. Từ phương trình đã cho ta có 


pc do đó 8y? + 1=2!, z2—22y2 =1, 
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Bằng cách đặt 2y = u ta đi đến giải phương trình Pell 
z? — 2u? = I (xem ví dụ §2. I2). Từ đó suy ta nghiệm 
của phương trình đã cho. : 


5.29. Từ phương trình [|] = „< 
—1 + V3x? D® + Ï 


ta đi đến w= 


Đặt x(x + D) — z. ta có 2⁄2 + Ì = , ? — 2/7? — 1. Giải 
phương trình Pell ta được z = 2: 12; 70; 408;.... Tử 
phương trình x(x + l) = 2 ta có x = 1, số đi. giác là 
sẽ 1. Từ phương trình x(x + l) = 12, ta có x = 3, số 
tam giác là số 6. Các giá trị z = 79, z = 408 không tìm 
được sẽ tam giác. 

Chứng minh được rằng ngoài số I và 6 không có số 
tam giác nào khác nữa thỏa ¡mmnăn bài toán dặi ra. 

5.380. Chỉ dân. Với m là một số nguyên đương ta có 
x= 2m? +i. y=2m là một nghiệm nguyên của 
phương trình đã cho bởi vì : 

(m2 + 1}? — Am)? = 1, 
trong đó A = mì + 1 
Mặt khác ta có hằng đẳng thức 
(x2 + Ay?? — A(2vy)? = (x° — Ay?? 
cho nên nếu x„, vụ là một ng hiệu: nguyên của phương 


° 


trình đã cho nghĩa là vn — Ay = l1 thì xị = ÂU — 2œ 
Vị = 224V„ cũng là nghiệm nguyên của phương trình 
dã cho. 

5.31. (Ch¿ đân : Xem cách giải phương trình x”— Ayvˆ=l. + 
Giả sử VÀ '= [qs: (1v 4á se đá» 214] là khai triển 
thành liên phân số của VA và P„, Q, là tứ số và mẫu 
ụ cửa giãn phản thứ n của liên phân số ấy, ta có 

© : 
PT — ÁQ, mon 
(xem §2. Ïl.3), tử đó ta có: 
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'—= nếu n chẩn thì Pạ, Qua là một nghiệm nguyên 
đương sủa phương trình đã cho; 


— nếu n lẻ thì Pasa..,. Q¿zn¿¡ là một nghiệm nguyễn 
đương của các phương trình đã cho. 

Tập hợp nghiệm nguyên của phương trình đã cho 
được xác định như tập hợp nghiệm nguyên của phương 
trình 

x— Ay? =1 

đã nêu ở phần lý thuyết. 
5.32. xi=7, Yi=5. 
5.33. Chỉ dân: từ phương trình đã cho ta thấy x phải 
là số chẵn. Đặt x=2x¡, ta được 3x7—y?=1, y?—2x1= -1 
đưa phương trình đang xét về giải phương trình Peil. 
5.34. Hð ràng đường tròn và đường thẳng có một điềm 
chủng À(8; —I). Nếu cả giao điềm thứ hai B(x, y) cũng 

‹òồ yv+1 


là hữu tỷ thì k = cũng là hữu tỷ (VÌ x0). 
* 


Ngược lại nếu k là số hữu Lỷ thì tọa dộ x, y của giao 
.. ^ ` ` ` LẠ " ¬ 
điềm B(x, v) của đường tròn và đường thẳng thỏa mãn 


Ẹ 2k 
hệ thức x? + (x — 1)? = 1. Khi ấy x = — : và do 
k2?+1 
v2 _ ồ 
đó v= kề - ta có x, y là những số hữu tỷ, nói khác 
k + 


đi B là điểm hữu tỷ của đường tròn x? + y? = I. 

b) Vấn đề tìm nghiệm nguyên của phương trình 
x? + y? = Z' tương dương với vấn đê tìm nghiệm hữu 
tỷ của phương trình X? + Ý' = 1, 

Theo kết quả câu a) phương trình X? + Y2? = 1 cho 
ta nghiệm hữu tÝ là 
2k k“— 1 


X=-- =_—.,Y=-.—— 
k + Í k?+i 
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với k là một số hữu tỷ. Từ đó nếu đặt X= -Š,Y=-T 


# z 
ki. n, (m, n)= I, n>>n >0, m chẵn, n lễ (hcặc 
n 
ngược lại) thì ta dược 
x=2?mn, v = m? — n?, z = m° + nˆ 


là nghiệm nguyên đương của phương (trình x?°-+y?=2z2, 
5.35. Nếu các số nguyên x, y thỏa mãn phương trình 
x”+w?) = 2⁄2 thì đồng thời x, y chẵn hoặc đồng thời 
x, W lẻ. Bởi vậy x + và x — y cùng chẵn. Giả sử 
x +v = 2u. x— Y =3V,u, V&€Zz. 
Khi ấy: - 
4u? + 4v? = (x + Vy) + (x — Vv)' = 3(x2 + v?) 

hay là 

u2 + v2 = z2, 
Ngược lại nếu có các số nguyên u, Vv, z thỏa mãn 
tu? + v? = Z2 thì bằng cách đặt x =u+vV, y=u—v 
ta được x? + v? = 3z, Phương trình u? + v? = Z# cho 
ta chẳng hạn 

tử = (m — nội, v = 2mnt, z = (m° + n?)t, t € z nên 
phương trình đã co có nghệim 

Xx = (mỶ — n + 2inn)t, 
{ y= (mì — n? — 2nn)t, 
z =(m? +n))t, t0, +1... 

5.37. Chỉ dân: Chỉ cần chứng tổ phương trình đã cho 
không có nghiệm nguyên dươnz. Chú ý rằng nếu x không 
chia hết cho 3 thì «? chia cho 3 đư là 1, bởi vậy, nếu 
giả sử phương trình đã cho có nghiệm nguyên x >-0,„ 


y>0.,z>Q thì x<äxu, y=3y. Khi ấy tà có 3x1 + 32 
= z3. Từ đẳng thức này lại có z = 3z¡ do đó la có xi+ 
+ 3= 3z7 với o<<z¡ <z. Điều này sẽ dẫn đến mâu 
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^huẫn vì với lập luận ớ trên, từ sự có nghiệm nguyên 
dương x, y, z của phương trình đã cho ta lại tìm được 
vô số nghiệm nguyên dương của nó mà z>z¡ >> Z⁄a >...`>0. 


tên đẦy › _ X¿ vậ\* 
8.38. Biến đồi phương trình về dạng (£) + ) + 
u 
2 
+) =1.Bằng cách đặt Š =p,-*= q-—~=s ta 
a u u u 
được p* + q? + s° = 1,suy ra từ đó chẳng hạn p = 1 
q=0,s=0 đặt p=xi+ Í, q=yo, S=2¿¡ ta được 


3, 2. „2 sẽ 
Xi th Yi+ 2; +2x, =0. 


Giả sử —= 


Xi m Vì 
n 


r 
n 


Trả lời: (t® + nÈ — 1m9), 


x*= 
Y= 2m Fi, 
#.= 


2mnt, 
w = (r?rn?-+-m?)t,t nguyên đương tùy ý, 
hoặ c: ng r2 + n — mÊ 
đ , 
2m r 
3c ng 
2mn 
z= ỳ 
b\ 
xa r? + n? + m2 
3 , 


trong đó d là ước chung của r? + n2 — m2, 2mr', 2mn 
và r + n? + m3, 
5.39. Trở lời 


= (p? + qˆ +r? — s”)k, 


:. Ỳ = 2qsk, 
ø = 2rsk, 
u = 2psk, 
t=(? +qd?+r? +s9)k, 
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'với k là một số nguyên. hoặc 
xe pˆ+rdq? + rt — sẼ 


II 


trong đó đ là ước chung của pŸ + q?-} r? — s°, 2qs, 2rs, 


2ps và pˆ+q? + rˆắ+ s2 
5.40, Chỉ dẫn: Gọi các cạnh kè góc 60° là x, y còn 
cạnh kia là z, chúng ta được phương trình 
x?— xy + y? = Z2. 


Giải như trên (xem bài 5.38) ta được 
x = (mỶ — nồt, y = m(m — 2n)!, z = (m# — man + n?)t, 
12 — mn + n2 


mm — 2n) P= 
kho đ 


hoặc 
_ mm " 
ng sâu F] 

5.41. Bài toán dẫn đến giải phương trình 

** txy ty? =?? 
Trẻ lời: x = (m? — n?)t, y = (2n — m)mIt, 
z=(m?—mn + n?t, 
? —mn + n? 


hoặc 
m8 ~_ n2 (2n — m)m 
x= ————, Y= sz= 
a đ đ 
5.44. Giả sử định lý 1 là đúng. Nếu như định lý >2 
sai thì có số tự nhiên u, v, t > 0 sao cho u83 + về = t. 
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Khi ấy bằng cách đặt x = u?v, y = vÌl, z = tu chúng 
1a sẽ có x, y, z là các số tự nhiên khác không thỏa mãn 


y u2v vật RE TH 
z v?t _x uVt ví X 


v 
nghĩa là lại suy ra định lý 1 là sai, Điều này mâu thuẫn- 
Ngược lại giả sử định lý 1 là sai. Khi ấy có những số 
nguyên đương x, y, z sao cho 
*Xuở.# 


l : ` II cư. 
nên (ta có 


x?z + y°x = 22y, 
Giả sử x?z = a, yˆ?x = b khi đó zZ2y =a+b và 

ab(a -++- b) = (zyz}?. Giả sử đ = (a, b) và a =a;¡ đ, b=bid 
thì (a, bọ = 1 và a +b<d(a;+bj).aibi(a; + by) đ° = 
= (xy?)! Từ đây đẫn đến đd?|(xvz)? có nghĩa là d |xyz 
cho nên xyz = dt, trong đó t là một số tự nhiên. Bởi vậy 
aibi(ai + bị) = tÌ mà (aib¿, ayš + bị) = Í (đo (ay bị) = 1, 
hãy xem bài tập 1.19. b), suy ra từ đó rằng ø¡ = UỲ, 
bị = V', ay + bị — Ð với u, v, t là những số nguyên 
dương. Đề thấy rằng 

u#ằ+ v3 ~= t$, 
nghĩa là phương trình u* + vŸ = ¡# có nghiệm nguyên 
dương. Vậy định lý 2 là sai. 


6.1. a) 100a + 10b + c =0 (mod 2Ÿ) @ 400a -+ 40b + 
+ dc = 0(mod2il) (vì (4,21) = Í) œ« a — 2b + 4e + 
+ 21(19a + 2b) = Ú nod 21) «@a — 2b + đe =< 0(mod 213. 

b) Chỉ dân : Sử dụng 34 = 8L z= Í (mod 10) và (812 
18) = 

6.2. a) Số dư là 5. 

b) 1532 = 2 (mod 9) nên f532?—1 =2°— 1 = 32— l1 = 4 
(mod 9). Đáp số: 4. 


©€) (12371993103) s 02°+39 (mod 111) 
= (lẾ-Ƒ34)'Ê == „Yên 111). Đứp số. 70. 


6.3. a) F02 = 92.3, 17. Gọi Á = 2201195” + 11969 
i19 


+69?20. - Tự 220 = 3 (mod 3), 69 s 1 (mod 2), 1195: Í 
(mod 2), suy ra À = Ø (mod 2). 


320 
+ 


Tử 229 = 1 (mod 3), 69 z= 0 (mod 3), 119 = —1 (mod 
3) suy ra AÁ = 0 (mod 3), 
Từ 220 sz — 1 (mod 17), 09s: 1 (mọi, 17), 119. 0 


(mod 17) s suy ra Á =z 0 (mod 17), Vậy A ss 0 (mod 103). 
b) Từ 36 s= 5 (mod 3l) suy ra 6°^+! = 6.5* (mod 3), 
Lại vì 6 = —~25 (mod 31) ta có 06?9†!  —25.ð" (mod ị 3 
tức là 6?5+! + 5"*? se 0 (mod 31). 
6.+. Chỉ cân. Một số tự nhiên œ bao giờ cũng biều 
điễn được đuy nhất đưới dạng 
œ = An. I00+Ca,S¡ 105-1-E,,,. + đị. 10+, 
trong đó 
1 Saa<9:0&Ka,<9(i7—0.1,..,mn—l) 
8) œ == 0 (mod 2) œ a, se 0 (mod 2) vì 10 = 0 (moi 2). 
Vậy z: 2 khi và chỉ khi a, = 0; 2; 4; 6; 8. 
` ương tự « ¡ 5 khi và chỉ khi a„, = 0, 5. 
b) Vì LÔ = 1 (međ 3) nên z = Ø0 (mod 3) khi và chỉ 
khía _¬- - + 8i+ay¿ 0 (mod 3). 
Tương tự « = 0 (mod Õ) «> an-+AaB—r+r cà + Ai aa : 0 
(mod 9), 


©) Vị 100 = 0 (mod 4) cho nên z zz 0 (mod 4) khi và 
chỉ khi 10a;-+a„ = 0 (mod 4). 

Tương tự ta có « = 0 (mod 8) khi và chỉ khi 
100a; -† 10ai¡-+a¿ = 0 (mod 8). 

d) z zz 0 (mod 6) « « = Ô (mod 2) và « = 0 (@nod 3) 
tức là ta có 
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=0,2. 4,6, 8; 
2s+a¡+... + a¿ = 0(mod 3). 

©) Vi 10 = —Í (mod 11) SÌiO: nên ta có œ == 0 (mod 
11) khi và chỉ khi a¿—a¡-+... + (—1)* a„ sz Ở (mod 1Í}. 

g) Vì 1010—= — 1(mod 7) cho nên ta có œ = 0 (mod 7) khi 
và chỉ khi 100a;+ 10a¡-+La,-L(— ag+aaT— ... + C— 1)"a,) 
(mod 7), 


6.5. Ta có. 


œ =0 (mod 6) lu 


I=l~—m (mod mì) 
2=2—m (mod im) 
n—2=n—2—m (mod mỳ) 
m.— l=rn— Í =m (mod m) 
nìi=—mì (mod mì) 


mm 
cho nên Z2 ¡it = 2) (C—j)" (mod m). 
1=1 i=I 
m 
Nhưng vì n là lễ ta có 2 S ¡=0 (mod mỳ), cho 
i=I 


m 
nên >> ¡° =0 (mod m) bởi vì (2, m) = 1. 
i=1 
6.6. a) = b). Giả sử p là một số nguyên tố thế thì 
Œ, p) = Í, với mọi k = Í, 2,.,., p—l, nghĩa là (k†,p)=‡, 
C220: Tho CO SE h) 


k= l1, 2,.., p—i. Nhưng c Z1 <€<z., 
mà (kl,p) = ! cho nên (E0 HD e. 
tức là Cá = 0 (mod p). 

b)  c). Ta có công thức Cý =C5_,+ÐC —¡ (1) thấy 
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cz 


thử lại D. Với mỗi k = 1,3,..,p—1 ta có Cý =C „¡+ 

k~ R k1 
+; = 0 (mod p) nên C5 =(—l) ._ 
Lại áp dụng công thức (1) ta có Cj,= (—=D châu _ 


(mod p). 


k2 ^ k 
—.. ) (mod p) nên Cu ~ 


= 3 ck~2 í 
h = (— 1) CS (mod p) bởi 


' 
vì c! = 0 (mod p). Cứ tiếp tục như vậy, cuối cùng 


k 


p—i =Œ Ð* 


ta được Chị =(—i) Chị (mod p) hay C 
(mod pì, bởi vì Cha = 1. Mạt khác với k=0 la cũng có 
1Ó sả 
CN = 1=(—~Ì)° (mod p). 


Vậy với mọi k = 0,1.., p—1 ta đều có ch = (— l)È 
(mod Đp). 
ở) = đ). Áp dụng công thức (1) tử giả thiết 


C _¡ =C—1* (mod p)k = 0, 1,...,p—1 ta có với k=1, 


3,...., p—I 
Cả = (—1)F+(~1)*—! (mod p), tức là C =0 (mod p). 


GiẢ sử p > 1 không là nguyên tố thì có số nguyên tố r 
sao cho 2-Šr«<&p—lI và rịp. Khi ấy theo kết quả ở 
trên C- = 0 (mod p), nghĩa là ng 
" 
với † € Z. hay p(p—l)....(p—r-+Ll) = rt pt. Từ đó ta có 
(P—f?›(p—2)...(p—r-†-D ; r. Điều này không thề xây ra 
bởi vì từ rịp ta có (p—x, r) =(x, r)=Í với mọi x=Ì, 
2,..,T7 — Í (đo r là nguyên tố), 
Vậy p phải là số nguyên tố. 


= pf 


246 


6.7. Ta có n=b-+m"i, fŒZ nên a—=b”® LmbTlmnt- 
T— bm— m2n1?-+,..- B6 na 9(m, tức là am = bm+kmn+riz~ 
=> b" (mod mnt), 

6.8. 0) Qui nạp theo n. Với n=Í fa có 8 ==—Í (mod 9). 

_. sử 23” =z —1 (mod 3^+!) với n > 1. Khi ấy 2m1 

at (2351311 = @9 +1) (22-3°_ 28°+ 1) =0 (mod 3^+2) 
m: vị 322.3°—23”+ ƒ = 0 (mod 3) (do 2 =s—1 (mod 3)). 
lưu ý. Có thề dựa vào kết quả bài tập 6.7. Thật vậy 
từ 2 ==— 1 (mod 3) có 2Ÿ =—1 (mod 32), Tiếp tục lại có 
23” =1 (mod 39),..., và 27” —1 (mod 3+), 

b) Ấp dụng câu a) đã có 22°-+1 = 0 (mod 3°+)) nên 
cũng có 23”+ 1 = 0 (mod 3"). Từ đó với a = ä3*, n= Í, 
3,... 1á CÓ a 122 +. 

6.9. a) Qui nạp theo n. Với n = Í đồng dư thức có 
dạng (m — 1)"  —! (mod m2) hay là (m — l)® + 1 = 
= mn[(m~1)”~!—(mn— ()=?+...--1]:<0 (modm))„ từ đó 

(m—m®~=!—(m— VÃ ho .-++ 1 «0 (modm), 


I+i+...-+-1 = 0 (mod mỳ) (do m là số lẻ) 
ỷ—}—]—m—_— 

m số hạng 
Đồng dư thức này là hằng đúng và do đó đồng dư thức 
xuất phát là đúng với m là số lẻ >> 1. 

Giả sử đồng dư thức cần chứng minh đã đúng với 
n >1. Khi ấy (m—1)"h 2U} 1= (m—1)m9)®9 + 1 = 
= (ứn — pm" + x (m — 1y@m~ 1m” — m = li s 
+.. + D =0 @nod m!23) bởi vì m—i)t” + 1 = 0 
(iöd in"+!; và 

(m — pm Öm”_ n —. 0n ~2)m”—_... 1.1 = 0 nod m) 
(đo m— Í = —1 (mod m) và m là số lẻ). 
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b› Với m=5, đồng dư thức (m—I)?tm”= —1 @nod mìnt) 
có dạng 45°+1 = 0 mod ð*+5 từ đó cũng có 45” z=0 
(mod ð") hay 2250 +1 zz 0 œnod 5%), Bởi vậy với an, 
n = Í, 2,.. ta có a}22^-+1. 

6.10. a) Gọi H; là các hệ thặng drr đầy đủ nôđun mị 


* 
q= 1, 2,..., kì). Xét A = {[b+ XXY aixi | xị € H, i= 1, 
i=i : 


2,..,kị. Rồ rằng ÀA có m số. Hơn nữa giả sử xạ xi€H; 


* k 
đ = 1, 2,....k) mà b+ XS ajxi=bx+b = ajx' nôòđ m) thế 
i=1 i=l 
k k 
thi ta có = a/@œi¿—x*0D =:0cmod mộ, nên TS a¡(x¡ —xị) =0 
i=I i=I 
(mod mỹ) j = 1, 2,...,k. Nhưn? với ï ss J có ai: my: i=j 
CỎ (aj, mị) = l, cho nên la được x¡—x)i =0 anodrnp-s 
k 
tử đó x; = x?; CVì xị x! € Hộ tức là b+ VY axi =bx+ 
¡=1 


k 
+ >, ch 
i=I 
b) Gọi L¡ (¡ = I1, 2,..., k) là các hệ thặng đư thu gọn 
mỏđun m;. Xét 


k 
L= { 2 aa.!x.C lL¿j, ï = 1, 2,.., k,}. 

i=I 
Rỗ ràng L gồm tất cả œ(m;) (mạ)... @(my) số, song (mi, 
mỹ) = 1, Ì = j nên g(m;) @(m;)... @Œmx) = @(m) nghĩa là 
U gồm có œ@mn) số. 
Như câu a) ta cũng sẽ chứng minh được rằng L gồm 
các phần tử đôi một không đồng dư với nhau theo 
ôđun m. 
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Với mỗi ¡ (ỉ = 1, 2,..., k) ta có (a„ mị) = Í, (xu, m;)= 
= l nên (a¡x¡ ítj) = 1. Mặt khác với ¡ s° j có 8; ï Pu 


k 
elto nên >> 8;Xj, H;) = (aix¡, mị) = I. Vậy [a có 
j—=I 
k 
l>À^ a/éx;, m) = Ì. 
„=1 


6.11. Chỉ đẫn: Giả sử A = a là một lớp thặng dư 
theo môđun m. Xét các lớp thặng dư môđun km sau 
đây: 

As=a, AÁica+m,.. Ay,=a+(Œ&_- im, 
llãy chứng minh À; A A; =#(+©j 0<i.j<k—1) 


và s AÁ:¡= A. l 


6.12. Giá sử œ < 8. thế thì 8 = œ + kẹ(m) với k@N. 
Từ a#Œ? s1 (mod m) ía suy ra rằng a? = a5 tk9@Œn} 
z "(modm). 

6.14. a) 3; 

b) qg(83) = 82 > 40. Bởi vậy phải xét 


3! = 81 = —2(mod 83), 3° = (—2)!° (mod 83), 
(—2)!9° = 1024 = 28 tmod 83). Đvúp số : 28. 
€ 2; 
đ) 3.57 == x = 3 (mod 132): 4.7!99 = y = 4 (mod 132) 
nên x -+- y = 7(mod 132). úp số: 2. 
©) 4125 = 17.25; (a5, #36) =5. GIÁ sử 
2 xiên, 28x@nod 17.25) ta có 49.35! = x (mod 17), 
Ý 35148 1 (mod 17) nên 49.3518 = —2 (mod 17), từ đó 
359 = 375 anod 425). J1áp số: 375. 
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ø) 10% = 1 @nod 7): 10° =4 anod 6), bởi vậy la có 
1019 + 1019°+.....+ 1010)) — 104 + 102 +... + 10! = 105 


= 5 (mod 7) 10 số hạng 


“ Đáp số: 5. 

6.14. a)› +) 2°? —= 4x(@mod 1007, 29%? = x(mod 25» 
997= —3(mnod 20, 29%7=2!7 (mod 25), 27 = 128=3(mod 25), 
2Ÿ = 6(mod 25), 2!% = 36=i11 (mod 25), 2:=22(mod 25), 
Vậy x = 22(mod 25), x = ðö (mod 100). Đứp số: §8- 

+) @(100) = 40; 5?'+! = 5(mod 40), 5!%7 = 5(mod 40) 


35” >- 85 = 43 (mod 100). Đáp số: 43. 


+) 1414°~ 71! 2104 Hãy tìm dự trong phép chia 
71” và 21!“ cho 100. 
7! = 2401 = 1 (mod 100), 14! - 2H 7H = 0 (mod 4) 
vì vậy 71" z« 1 (mod 100). 2Ê 
2?° = 1 (mod 25); 2! = 1 (mod 15) vì vậy 
4.22 = 2 =4 (mod 20); 7? =1 (mod 20, 48<=9 
{mod 20) nên 49.72 = 7“ = 9 (mod 20, Tử đó chúng ta 
có 14! = 4.9 (mod 20) hay là 14 = 2Ì, 7!! = 16 (mod 20). 
/ây 2” =2!9 (mod 25). Nhưng 2!® = 11 (mod 35) còn 
2!“0 (mod 4) nên 2'“=36 (mod 100), Cuối cùng 
ta có 241%, 71)°= 1414''“ 36.1 (mod 100). 
Đáp số: 36. 
bỳ 9 = 1 (mod 8), 9® = 9 (mod 16), 9%” = 9° (mod 40) 
2h = nh (mod 100), 


(hú ý: Có thề tính toán cụ thề Ly = 89 (mod 100). 
6.15. a) 2?=I (mod 13, 2$? z« 1 (mod 13) 22 =6 
4mod 13), 2!9 = —3 (mod 13) vậy 2 7° == — 3 (mod Tâ). 
Lại có 82 = I (mod 13), 3°° = 1 (mod 18), 3: ~= 3 (mod 
13), cho nên 270 -+ 37? =0 (mod 13). 


%0 


bị 27 = — 1(mod 11); 10 == — 1Í (mod f1) nên 19”=—Í 
(mod 11). Từ đó 20? = 1 (mod Ì]), 
20 = -— II (mod 3170); 201 = 121 = —3 (mod 3Ð), 
20? = 33 = 2 (mod 31) nên 20'° = 25 = Í anod 31» 
3“ = 20 (mod 6l), 390 = 20! (mod 61). Nhưng®* 
nod 61) nên 20! = 7 (mot 61). Vậy 208 = Í (mod Í1. 
31. 61), 
eœ) 3f^+!—3.3!^ — 3, 81° = 3 (mod 10) nên fa có 
4n+t 4n+I 
29 "”” =2? (mod 1D và vì vậy 23 sả +3=0 (mod 11). 
d) 2 = 64 =1 (mod 9), 2Ê* = 1 (mod 9¡, 25"+@—={(mod 9) 
cả hai vế đều chia hết cho 2 nên 23^+2? = 2? (mod 18). 


§u+3 6n + 
1ê lá g4 5Ã... Hi se THẾ duod, Út chủ nên SẼ 


+-3 =0 œnod 19), 

©1<œg(@)<&<n nên n!==0 (mod ọ(m). Bởi vì 
(2, n = 1 ta có 2Ÿ)” — 1 (@nod n, Từ đó ta suy ra 
2°' = Ï (mod n). ` 
6.16. a) 210 — 2!.3. 5, (a, 2) = (a, 3) = (a, 5) =1, af=1t 
(mod ñ), a? = Í phun 24), a? = — 1i (mod 2) (vì a lể) 
nên at =-l (mod 48) (vì a* — 1 = (a? — Í)(a? + Đi. Vậy 
ta có a! = Í (mod 5. 48). 

bọ Gọi A = a?#°" L 3af° — 4 —=(af°_—J) (afn _ 1 + 5) = 
= a4" (afn+ 3) — 4, 


Từ a'= Í (mod ð) fa có a“*® — Í =0 (mod 5), bởi vậy 
tử A = quán —)(a 0° — 1ñ) ta có A =0 (ufod 25). 

Mặt kh8E hếu a chả n thì a*' 0 (mod #4) còn : Hếu a 
lẻ thì a!?+r3=0 (mod 4 nên từ biều thức A —= 
= a1n(a4" J3) — 4 ta có AÁ = 0 (mod 4), và vì vậy A=0 
(mod 100›. 

€) Vi p là nguyên tố lẻ nên 2P + =0 (mod 3), nên-- 
ta có À =3? — 2P? — =0 (mod 3). Lại vì 3° — =0 


$ 2ãI 


(mod 2) nên A =0 (mod 2). Vì 3? —3=0 (mod pì, 
2P —2 =0 (mod p) nên Á = (3P — 3) — @? —23) =0 
(mod p). 

Nếu p = 6t + Í (vì p>>7) thì A = 39%*) ~ 3812! — † ~ 
=3Œ®*— I) — 2(290— 1)—=0(niod 7) vì 22 = Í (mod 7), 
-8°==1 (nod 7) Nếu p=6L+ 5 thì A = 3? (3°! -- 1) ~ 
—3” (2?20— + 3°—22—1~=0 (mod 7). Vậy A=0 
(mod 2. 3. 7. p). 
6.17. a) Với n=—= 1 fa có i¡2'—1,.Giả sử n >1, khi 
ấy từ nị 2" — [ suy ra n là số lẻ, Gọi p là ước nguyên 
tố nhỏ nhất của n.và đd là số mũ nhỏ nhất mà p ì 3/—1 
thì theo định lý Phécma ta có d †fp— 1 nên đ< jp và 
vì vậy cũng thco định lý Phéema ta có d[n trái với 
tính chất của đ cho nên không thề n >1, Øip số: n=!. 

b) 2P se 2 (mod p) nên nếu 2? = — Í (mod p) thì 3= 0 
(mod p), tử đó p=3. Mặt khác với p= 3 Tà có 
2?-+1 = 9 = 0 (mod 3). Đúp số: p = 3. 


6.18. Ta cóin 9= 1 (mod n) và nŸŒ"®)>x;:{ (mod mỳ, 
sỹ ra mứ(\' + nŸÿ(m)>= 1 (mod m) và mỸØ(0)_L n#ứn) ._ 
=: Í1 (mod n) Từ đó cũng vì (m, n) = Í ta có 
m + n?{m®) = 1 (mod mn), 

6.19, Từ a =0 (mod p) ta có am(p~!) + an(p~1) =- 0 
(mod p). Đảo lại nếu as©0 @nod p) thì aP—! = 1 (mod p) 
cho nên am(p~l) ¡ an(p—1),= 2 (mod p) nên không thê 
xảy ra am(p—l) ¡ an(Ð~!?—0 (mod p) bởi vì p là số 
nguyên tố lẻ. 


6.20. Ta có ch =a; (mod 2) nên aị= = nh m= q¡ (mod 2), 
8, ;=ti = a¡ (mod 2). Lại có a. = a, (mod 3) nên a= 


=AÌ= 8¡ anod 3). Cuối cùng vì ai= =a; (mod 5) nên 


5 duy S8 “ ^ ; 
aA, =a¡i (mod 36). ¡ = I1, 2..., n. Vậy ta có 


„ 


“ n 
Đ, a> = S) ai == 0 (mod 30). 
i=I i=tI 
6.21. b) Gọi Šm —= Í!P9 +2! +... + @ — Dh, 
Nếu mì=0 (mod p — 1) tức là m = k(p — Í) thiáp dụng 
định lý Phéema đối với các số hạng của tông S„ + ta 
được 
Sm + 1 = (1T T— †y + @kÚPTÙ_— T1) +... + 
+Œpb— ĐEŒ@—~ _1) + p<=0 (mod p), nghĩa là S„== ~— 
(mod p). 
Nếu mm z&0 qnod. PpP—I) tức là m=—k (p—ÐU +ứr. 
0< r<p- lthì ta có 
S„ =  dkp*1——p + 2* @kpTD —— 1) +... 
+ (p— Ð*h(p—pkP~Ù — 1y + S, 
Dễ chứng miỉnn S„ =0 (mod p) fa chỉ cầu chứng mình 
1; = 0 (moi ị›. 
Vòöiï r—= 1 thì S;= s p @œ—) =0 (mod p›) vì p là lẻ. 


Giả sử đã có S, S¿,... S, ¡=0 (mod p)ị. Khi sy khai 
triền tông (1 + ly*! + h8n t8 4 +..+ (Œœ + SA +! ta 


được p'+tt>=p+ Đ 5; + c Nến, Si s0 GỀ c 5". 


Từ đó suy ra rằng tu, ¡rộ = 0 mod pị. Nhưng 
Cài =r+Í<p nên mi r+irtP) >-Í, vì vậy ía được 
Š; = 0 (mod p). 
6.22. a)› Nếu a + l thì 
aP-š (ai  Í) + ĐP =1 — 


aP—Ì + aP~3 +, +Ca+ l= Re Tin x i 


= (@— Dị“! + CÔ (@& — ÐP22 +... + CN Ô 
cho nên 


— nếu a — 1 =0 (mod j› thì do c1 =z&0 (mod p?) ta 


CÓ aP—! + ạPhh? +... + a TL Í s£0 (mod p2), 
—- nếu a — 1z£0 (mod p) thì (a — 1P”) 1 @nod †›) 
và lại theo (1) la có 
aP~! -+ aP=?-}.., + a + 1—=(a — DỊP! (mod p) 
nên 
aP—! + aP<?}... oa Ð 1©0 (mod p?). 
Nếu a = 1 thì aP—! + aP—2+... + a BÍ =pz©0 (mod p2) 
bỳ Nếu a = Í qnod pD) thì aP = 1 œnod p'?!) (theo 
bài tập 6.7). 
Đảo lại nếu aP = 1 (mod pf+) thì ta có 
(A — 1) (aP—! + aP^#+D,..oa-p |) = 0 (mod pf3) 
nhưng theo câu a) ta có 
aP~! + aP=?®+...+a-Í sẽ 0 (mod p?) 
nên a— l =0 (mod p?) hay là a s= Í (mod p'), 
6.238. a) Gọi (a, b) = đ, a = a¿d, b =b¿d, (ái, bị) =Í. 


Giả sử q là ước nguyên tố của a"—b*® = d° @y — bị ) 


~ Nếu q[ d" thì q | d nên q |a—b, ta có s = 1. 
— Nếu q[a¿ — bị thì do (a¿, bị)= 1 cũng có (@u, q)= 
= (bị, q) = 1. Gọi 6 là số mũ bẻ nhất của 4¡ và bị sao 


cho q | TW _ b_ , ta sẽ chứng minh q Í ai — b thì ¿jm., 
Thật vậy, giả sử m = 6t +r,0 &<r<ó. Từ qỊaj"— 


6t đt, Cốt : 
~ b= Ẫ (a; —b,, )+bị @) _ bị } suy ra ở | ay _ bị › 
do đó r = 0. Với m = # ta được ô|n. 
— Nếu 0<<ô=<=n thì s = ð. Ko. 
— Nếu ð = n thì theo định lý Phécma ta có - 
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qI (a4~1T~1— (b—! —1)= a.~1~ pm! suy ra @ — n là 


ước của q — 1, nghĩa là q = nk-+1. 

hỳ. Vì (a, o) — 1! và q}p nên hoặc ó = ! hoặc ô = p- 
Ngoài ra q = pk+Í là số nguyên tố lẻ nên k phải là số 
chẵn, đo đó q = 2kp-+l. 


6.24. a) Gọi (đa, b) — d, a = a;d, b=— b,d, (a¡. bị) = F 
ta có a"-+b" = d° (ai +bị ). Giả sử q là ước nguyên tỐ 


của a"-+-bn, 
— Nếu q = 2 hoặc q Ị d thi q |a-+-b (ta có s = Ÿ). 


— Nếu qỊ a. + bị thì do (ay, bị) = I fa có (ai d) = 
= (bu, q) =1. Gọi ê& là số mũ nhỏ nhất sao cho - 


qÌ nN + b . Trước hết ta chứng minh rằng nếu h là số 
mũ nhỏ nhất sao cho q >2 mà q lai _ bị thì h — 2ê 


A LG Ề ` tfSš k 
và như vậy suy ra điều cần chứng mình. Tử q | ap +hị 


Ỗ 
1 


tập 6.23 ta có h| 26. Không thể hị s vì nếu như vậy 
thì từ q Ị a. — bệ = a; + bệ — 2b, suy ra q | 2bÿ và do 


ta có q { a9 b?°— (a, + bệ ) œ) — bị ). Áp dụng bài 


đó g|2b¡ là không được bởi vì q >2 và (q, bị) = Ì. 
Vậy h = 2° với s[ó. Vì s<h và ó là số mũ nhỏ nhất 


sao cho giai +bƒ nên tử tị — bịt = () +) ) = 
— bị ) suy ra s = 6 tức là h = 2ö. 


b) Áp dụng a). 
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6.25. a) Từ (a, bị = 1 và p|a?+b ta suy ra (a. p)= 
= (b, p) = I. Giả sử a? + b = p† với p = 2m + † thì 
pl[aPT!—1 = a?" -~1 — (p(L—b?"®——Í = pa+(—b°)"—1= 
= pu— C— ĐP (bp—! —1)~+(-1)°—1. Từ pị pu— (—1)"x 
x (@ịP~!-—1)+ (CD É—1 và p|b? '—1ta có p|(C=n—1 
nên phải có m là số chăn, nghĩa là m = ^k Vậy 
Pb= 4k +1. 

bạ Chúng minh qui nạp theo s, dựa vào câu a). 

6.26. a) Giả sử p là mội số nguyên tố lẻ cho trước 
thế thì theo bài tập 6.23 có ước số nguyên tố của 2? —I› 
ước đó có dạng 2pk + 1. Giả sử q¡, q¿..... q. là các số 
nguyên tố dạng 2pk+l. Xét rớc nguyên tố lẻ q của 


sạP _—_ Ÿ 
SỐ: “ : trong đó a = pq:qs...qr. Nếu q|a—1 thì gi 
à= $ 


aP—]1 

a—l 
hay p=q là ước của a— 1 = pq;qa...q:—Í. Từ đó p là 
ước của 1 là không thề được. Vậy không thê 
‹q là ước của a — 1, vậy q phải có dạng 2kp + † (bài 
tập 6.23). Rõ ràng q @©q¡ Vi = 1,2,... r vì nếu trái lại 
thì ta sẽ đi đến q{1 là điều không thề được. 

b) Tương tự như câu a) bằng cách sử dụng bài lập 6.25. 


= (aP—~1—1)-+(aP—~?—1)-+...(a— Í)+p suy ra qịp 


6.27. Hướng dẫn: a) Qui nạp theo a. Trong trường 
hợp a = 2 ta có: 


- —1 sẻ 
Chị + hạ) = h + hề + Có h ~Í hạ, +...-+CP — hụ .LROJMP 


trong đó C. =0 (mod p), k= 1, 2,.. p— 1 (xem bài 


tập 6.6). 
b) aP =(1+ 1+... + DP=TP + 19 +...-ÍP==a(rnaod p). 
a số hạng a số hạng 


2.6 


c Giả sử (a, m) =1,m = NI PB No thấMñị 


GP) = 1, ï = 1, 2,..., k, APÍ = 1 (mod pị. 


"Từ đó hãy bằng qui nạp chứng minh 
r†l 
i 


(aP—}) pr = 1 (mod pị TT) 


đề đi đến a®PZi) == Í (mod pc ?, ¡ = l, 22..„ k, 
Nhưng g(m) = 0 (mod œ œ) nên ta có 


a#("?— 1 (mod p£Ð,¡ = 1, 2,... k. 
Tử đó 
a#(m) = 1 (mod m}-w 

7.1 a) x = 37 (mod 117); b) x = 3i (mod 183); c) Vô. 
nghiệm; d) x = {630 (mod 2413); 

e) Sau khi thêm vào vẽ phải số hạng Đab ta được 
(a + b)x = (a + b) (mod ab), x<==a + b (nñoả ab) (vì 
«, b) = 1). 

7.2. a) x = 10, 21, 32 (mod 33), 

b) x = 61, 248 (mod 422), 

c) x=39, 196, 353 (mod 47{), 

d) x = 153, 461, 769 (mod 924) 

e) Nếu (a + 1, m) = Í thì x =a — ! (mod m). 

Nếu (a + 1, m) = đ > Í1 thì ta có 


x==a— Í, a— lò si; )8) s21 sb — qnod mỳ). 
7.8. Ta có p — i = —Ì (mod p) nên suy ra rằng 


{® — 1)(® — 2)... (Ð — a + Í)= (— l)*—!(a — 1) l(mod p). 
Từ đó (a — 1)!a.b(— 1)^—! @e=)0-2..(n=$22) s 

al _ 
z== b(a — 1)!(mod p). Song ((a — Í)!, p) = l nên ta được, 
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a (pc- là» h (p=U(tp=2)..œ-a+1) ) =— búạmnod p 


" al 
suy ra điều cần chứng minh. ' 
k 
7.4. Đặt x, = Mi M; bị tạ có x¿ = bị anod mỹ) 
1z 


với mọi ¡ = 1, 2,.., k vì M; = 0 (mod mị) với mọi ]+i 
Áp dụng: b) x = Í5a + 2Ib — 35e (mod 105). 
7.5. a) x = 49 (mod 420); c) vô nghiệm; d) x =< 17 
(mod 90), 
7.6. a) x = da — 3 (mod 24) với # = 1 (mod 2). 
b) Hệ có nghiệm khi và chỉ kbi a =8 (mod 7) hay là 


a m | (mod 7), trong đó 7 = (21, 35). Khi ấy 
x m 216 a — 355 (mìod 680) 


7.7 a) Hệ có nghiệm khi và chỉ khi 11 -7a =0 (mod 2) 
và 1—a =0 (mod3), trong đó 3 = (1S. 20), 3= (13, 1ã). 
"ử đó a == l (mod 6) 
b) Từ 3x == 4 (mod 10) ta có x = 8 (mod 10). 
Phươ :ø trình 2x = (mod 8) có nghiệm khi và chỉ khi 
a = 0 (mod 2) tức là a = 2k, k@€ Z. Khi ấy hệ Lương 
đương với hệ 
x z 8 (mod 10), 
ị x =k (mod 4). 
Hệ này có nghiệm khi và chỉ khi k - 8 = 0 (mod 2) 
tức là k =x 0(mod 2) trong đó 2 = (10, 4). Thành-Thử hệ 
đã cho có nghiệm khi và chỉ khi a = 0 (mod 4). 
7.8. Ta phải tìm số nguyên x sào cho 9. x < 100 
thỏa mãn hệ 
x = 4 (mod 8), 
x = 3 (ruod ð), 
x == Í (mod 8), 
x= 09 (mod 11). ˆ 
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Hệ này cho (ta x = — 167 (mod 495), 
Trả lời: x — 328: 823. 
Z.9. Bài toán đưa về giải hệ 
x = 3(mod 7, 
{ = 1Í (mod 7°), 
x” = IÍl (mod 73). 
Thay x = 3+7 (xem phương trình đầu) vào phương 
trình thứ hai ta được q—=32~+ 7q, từ đó: tat có 
x= 17 + 7? q(thổỏa mãn hai phương. trình đầu. Thay 
giá trị đó của ần vào phương trình thứ ba ta được 
q: = 74;, từ đây suy ra x = 17 + 77qạ.(q; = 0, 1, 2,...)- 
7.10. a) Bài toán đưa đến hệ 
x = Í (mod m) ; 
ị x?= Imì + Í (mod m2). 
1 +mq (tử phương trình đầu) vào phương 
2(m)— k-}_ 


x=l+ 


Thay x = 
trình thứ hai được 2q == ! (mod m), từ đó q = 
+mq, và x =l+ m,2#@n)—1 + m°q hay 


+ m,2#(m)—1 (mọa m?). 

b) Bài toán đưa về hệ 

x =m_— l(mod mỳ, 
ị x*<= Í (mod ¡n?), 
trong đó m > ] và (mì, 2) = I. 

7.11. Cñ¿ dẫn (a¿ ux) = Í nên ắt có số nguyên a sao 
cho aa¿, = Í (modm). Khi ấy sau khi nhàn phương trình 
xuất phát với a ta được điều mong inuốn. 

Ấp dụng: Đưa phương trình về phương trình 

4x — 8x — 4U = 0 (mod 27), 
xỉ —2x — I0 =0 (mod 2?›. 

7.12. Đặt x = y +, khi ấy phương trình đã cho là 
(Vy +)" + ai +a)P—”! +... + aa = 0 (nod m). Dựa vào 
khai triền (y + a), k — I, 2,.., n la được: 

y" + (na + ai) y"TÌ +... + bạ =0 anod m), 
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Muốn cho phương trình mới không có số hạng bậc 
n — † thì cần và đủ là na + a; = 0 (mod mỳ). Nhưng vì 
(m, n) = l nên bao giờ cũng cỏ số nguyên a (thỏa mãn 
na + a¡ =: Ú (mod m). 

Áp dụng. a = 7 (mod 13) 

y*-+ 2y — 2 = 0 (mod 13). 

7.13. Chỉ đẫn. Dựa vào định lý Phécmia: với mọi số 
nguyên xạ ta có x == X„ (mod p). 

Trả lời: 9x + x + 6 = 0 (mod 1¡). 

7.14. a) x m +0 (mod 19); b) x m2; 3 (mod (3); 

€©)› x = -+- Í (mod 1?); 

d› Đưa về (x?— D(@œx?— 2) =0 (mod 13). 

Đáp số: x=z+1l(mod là). 
7.15. a) x = -— l (mod 25); b) x = 10 (mod 49); 


©) Đặt f(x) = 2x3 —x — 1. Trước hết ta thấy phương 
trình f(œ%x) =0 (mod 3) có nghiệm đuy nhất x = 1 (mod 8). 
Xét các lớp x=1; 4; 7 (mod 9) ta thấy x=l; 4 (mod 9) 
nghiệm của phương trình f(x) = 0 (mod 9). Bây giờ lại 
xét trong các lớp x = 1, 4 (mod 9) xem lớp nào có 
những nghiệm của phương trình fœ) = 0 (mod 27). Ta 
thấy trong các lớp ấy x==1; 10; 19; 4; 13; 22 (mod 27) 
CÓ x= Í; 4; 10; (mod 27) là nghiệm của f(x) = 0 (mod 27), 

Đứp số : x = 1; 4; 10 (mod 27). 

đ) x mz 16 (mod 27). 


7.16. a) Vô nghiệm vì phương trình 
3x + 4x? — 7x — 6ö =0 (mod ð) 
vô nghiệm. 
b› Đáp số x = + 2, + 12 (mod 3ð). 
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7.17. a) Xin À0) 
y=—i12L— 192 — 2,t€ z; 
lê — 6+ 9t, 
y= l2t— 19?—2, t7. 
bị lu ce 
y =ät — 7ðt? + 625, t€ 7. 


7.18. Giả sử xP — x — f(Œœ) qŒ) + r(x), trong đó hoặc 
rŒœ&) = 0 hoặc bậc r(x) <n, q(Œœ&) có hệ số nguyên. 

Giả sử fŒœ) có đủ n nghiệm ai, ø¿,..., ơ„ qnod p) khi 
ấy nếu r(x) ©0 thì bậc r(x) < n và r(x) = 0 (mod p) có 
ít nhất n nghiệm đó là a¡, a¿,..., œ¿ (mod p). Lừử đó mọi 
hệ số của r(œ) đều là bội của p. 

Đảo lại giả sử mọi hệ số của ríx) đều là bội của p thế 
thì từ xP — x = fŒ) qíx) +rœ«) =0 (œnod p), WVx € Z. 
ta có f(x) qŒœ) = 0 (mod p), Vx (®. Bởi vậy nếu gọi nị 
là số nghiệm của f(x)-= 0 (mod p), nạ là số nghiệm của 
q(x) = 0 (mod p) la có n;©&n, nạp —n, tử đón; + 
+ nạ<p. Mặt khác từ (+) ta có nị + nạ >p, cho nên 
nị +nạ= p, hay nị = p— nạ >>. Vậy n = nụ. 

7.19. Giả sử x" = a (mod p) có nghiệm, khi ấy có số 
nguyên xạ sao cho XS = a (mod p). Khi ấy (xạ p) = Ì 
(vì đã có (4, p) = l) nên xP”! 1 (mod p), bởi vậy 

p1 
a P = 1(modp). 
pTÍÏ 


Ngược lại nếu a ” = 1 (mod p) thì khi ấy đo p—1=nt 
t@N tacó 


„=1 
x? —x =x (x"! -a)) NÓI E== )) x tức là dư 


p=! 
rX)= ệ CN ") x trong phép chia xP — x cho x"—a 
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có hệ số là bội của p. Áp dụng kết quả bài lập 7.18 
phương trình x" = a (mod p) có đủ n nghiệm, 
7.20. a) Ấp dựng bài tập 7.19. 
b) Theo câu a) nếu phương trình x? =a (mod p) cé 
pTiÌ 


nghiệm thì 4a " 


p1 p_Í 
T0) bị S4) 
ch va — 1 a St la = 0 (mod p}. 


Từ giả thiết phương trình x? = a (mod p) vỏ nghiệm ta 
p=! 


sẽ chứng minh được rằng a ” # I (mod p), Tử đó ta 


= Í (mod p). Hãy xét đồng dư thức 


p1 
2 


SUY Ta a =_- Í (mod p). 


7.21. Phương trình đã cho tương đương với 
(2ax + b)? = b?— đac (mod p). (9 


a) Nếu b? — 4ac = Ú (mod p) thì từ (®) ta suy ra 
2ax +b = 0(mod p). Nhưng p là số nguyên lẻ và (a, p) = Í 
ta được x = — b.(2a)P—? (mod p) là nghiệm duy nhất 
của phương trình đã cho. 

b) Giả sử b — dac & 0 (mod p) thì phương trình (®) 

p1 
có nghiệm khi và chỉ khi (b? — 4ac) `. (mod p) 
(xem bài tập 7.0), 


7.22. Áp dụng bài tập 7.19. Phương trỉnh đã cho có 
PrÌ 


R) 


nghiệm khi và chỉ khi (— 1) = Í (mod p). Vì p là 
SỐ nguyên tố lẻ nên — 1z Í (mod p) cho nên đồng dư 
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p'I 


D 


thức trên xảy ra khi và chỉ khi (—l) = | tức là 


P—  =2k, p=4k+t. 


7.83. Giả sử cho trước r số nguyên tố dạng 4k + í 
là Dụ Ðas..., prị. Khi ấy số 8 = (2p¡Ipzs..pr)? + 1 > 1 nên a 
Ẵ€ó ước nguyên tố p. Rõ ràng p =©2, và như vậy tủ 
(2p: p¿..p„)® + 1Í = 0 (mod p) ta có p phải có dạng 
4k +1 (bài Lập 7.22). Hiền nhiên p + pø„ Vị = 1,2... 
vì nếu trái lại sẽ có p\Il là điều vô lý. 

7.24. a) GIÁ sử Xi, Xxạ,..., xe ¡} là một hệ thăng dư 
thu gọn raôđùn p, xịx;¡ = l (mod p) ¡ = 1, 2,.„ p— 1. 


Khi ấy ta có ÍxX1, Xâ,.... xi _¡| cũng là một hệ thặng 


) 
dư thu gọn môđun p. Thật vậy, rð ràng (œị› Pp)=1. với 
mọi ¡ = I, 2,.., p— 1. Hơn nữa nếu x; = xi (mod p) thì 


XiX) == XXiXj G@nod p) tức là x;  xị (mod p) từ đó ¡ = j 


nói khác đi Xị = Kị 


bì Ta có: xị = x; khi và chỉ khi xị = 1; p—1 (mod p) 
Thật vậy xị = x; khi và chỉ khi xi = Í (mod p) xị = + Í 
(mod p) tức là xị = Í; p — 1 (mod p). 

Từ kết quả đó suy ra điều cần phải chứng minh. 

œ) Giả sử p là một sö nguyên tố, ta đã có 
(Œp—-s)l — 1 0 (mod p). 

Từ đó suy ra 

(Œ — l)† — (p— !) = 0(mod p) 
tức là 

(p— 1)l + Í =0 (modjp). 
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7.25. Cách thứ nhữit. Ta có {1Q 2,.... p — 1 và 
+ 1,+ 43... +®—| là hai hệ TDTG modp nên 
ta có 
p—I 
3# PIW 
1.2...(0q—1 =(—1) 2.1, 22... (z) (mod p) 


p1 


(2°) = 19) 2 (e— 1)! (mođ p). 


Nhưng (p — 1)! = — 1 (mod p) và Ê —” = 0 (mod 2) 


cho nên 


— 3 
( P 5 Ị }" ) + 1 =0 (mod p). 
Nói khác đi. x = +Í +=—) (moả p) là hai nghiệm của 
" 


phương trình x2 + 1 = 0 (med p). 
Cách thứ hai. Ta có — 2k = 2k + 1 (mod 4k + Í) 
—=2k+ 1l >=2k +2 (mod _— 


—1=% (moả 4k+1) 
Từ đó (— I)?*(2k)! = (2k + 1) (2k+-2)... (4k) (mod 4k-† 1) 
(2k)! = (4k)! (mod 4k + 1). 
Nhưng p = 4k + l nên (4k)! = (p — 1)! = — 1 (mod p). 
do đó ta được 
(+ y+ ft =0 (mod p). 


Áp dụng: a) Phương trình x?+ 1=0 (mod 13) có 
nghiệm là x = + 6! (mod 13), tức là x= + 5 (mod 13)- 
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Trả lời: x=5+l3, 
ị y=—2~—t0L— lầ3t. 
| x=—5>rầt, 
y=— 2+ 0t — 13t, 
b) xe 4+lït, 
lạc 1+ 8t + 17 Ú, 
ị x=—Á4+l?1t, 
Bảng các số nguyên tố không vượt quá 4000 
3 3 5 Kí H 
23 PL) 3i 37 41 
59% 61 $7 71 78 
97 101 103 107 109 
187 139 149 151 157 
179 181 191 193 197 
227 229 233 339 241 
209 371 277 281 281 
3138 3 331 337 347 
367 373 379 383 389 
410 421 431 433 439 
401 463 467 479 487 
509 521 523 541 647 
LJẠI 577 587 593 599 
617 619 631 841 643 
661 673 677 683 691 
797 733 739 743 75I 
773 78? 797 809 81 
§29 859 853 857 859 
483 887 907 811 919 
947 953 967 971 977 
1009 1013 1019 1021 1031 
1051 ¡061 1063 1069 1087 
1103 1109 1117 1128 1129 
1171 118i 1187 1193 1201 
1329 1281 1337 1219 13559 
1289 1291 1297 1301 1303 
1327 1361 1367 1373 1381 


LÁ) 
43 
79 
"3 
163 
199 
251 
293 
349 
397 
443 
491 
Sã7 
601 
647 
701 
T757 
821 
863 
929 
983 
1033 
1091 
1Iiãt 
¡913 
1277 
1307 
1309 


t€Z; 
t€Z. 
t€”Z:;: 


t€Z. 


17` 
ha 
Ì»? 
187 
311 
257 
307 
353 
401 
449 
499 
563 
607 
653 
709 
701 
823 
877 
937 
991 
1039 
1093 
1153 
1ờ17 
1279 
1319 
1409 


19 ` 
s3 

89 
181 
173 
223 
263 
311 
359 
409 
457 
603 
569 
613 
659 
719 
769 
827 
881 
941 
997 
1049 
1997 
1163 
¡233 
1583 
1321 
1433 
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1427 
1471 
1523 
1579 
1621 
1687 
1753 
1823 
1879 
1951 
2011 
2081 
2131 
2207 
2269 
2333 
2581 
9487 
3521 
2591 
2659 
2809 
3749 
2803 
3879 
2053 
3019 
3083 
3169 
3529 
3807 
33ã9 
3433 
3499 
3547 
3613 
3873 
3738 
3803 
3877: 
3920 
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1429 
1481 


"1581 


1588 
1637 
1699 
1759 
1831 
1889 
1973 
3017 
2083 
2187 
2213 
3273 
2839 
2383 
2111 
2531 
2593 
2663 
2707 
2753 
2819 
2887 
2957 
3023 
3089 
3181 
3251 
3313 
3381 
3449 
3511 
35ã7 
3617 
3677 
3789 
3831 

3681 
3031 


1433 
1483 
1543 
1597 
1637 
1709 
1777 
1817 
1801 
1979 
3027 


2087, 


2141 
3221 
2281 
2341 
23389 
2447 
3539 
2009 
2671 
2711 
2767 
23833 
2897 
2963 
3037 
3109 
3187 
3253 
3319 
3371 
3457 
3517 
3559 
3623 
3691 
3761 
3833 
3889 
3943 


1439 
1487 
1549 
1601 

1657 
1721 

1783 
1861 

1807 
1987 
2039 
2080 
2143 
2237 
2287 
2847 
2398 
3459 
2543 
2817 
3677 
2713 
2772 
3837 
2903 
2960 
3041 
3119 
3i191 
3987 
3323 
3373 
3461 

3597 
3571 
3631 
3697 
3767 
3838 
3907 
3947 


1417 

1489 
1553 
1607 
1663 
1723 
1787 
1867 
1913 
1993 
2039 
2099 
2153 
2239 
2298 
2351 
2399 
2467 
2549 
2621 
2683 
2719 
2789 
28138 
2909 
2071 
3019 
3i2t 
3203 
3259 
3320 
3389 
3463 
3520 
3581 

3537 
3701 
3769 
3847 
3911 
3967 


1451 
1493 
1559 
1609 
1667 
1738 
1789 
1871 
1981 
1997 
2053 
2111 
2161 
2243 
2297 
2857 
2411 
2173 
2551 
2633 
2687 
3729 
2791 
2851 
2917 
2999 
3061 
3137 
3209 
3271 
3331 
3891 
3467 
3533 
3583 
3643 
3709 
3779 
3851 
3917 
3989; 


1453 
1199 
1567 
1813 
1869 
L1 
1801 
1873 
1933 
ib99 
2063 
2113 
3179 
22ã1 
2509 
2871 
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SỐ NGUYÊN 
§ 1. Tinh chia hiết. : 
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